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A ,MATEMATIKAI FIZIKA MODSZERE” TANTARGY CELJA

A ,Matematikai fizika modszerei” targynak kettds célja van. Elsésorban
megalapozza a késobbi ,Elektrodinamika”, ,Kvantummechanika” ¢&s
»otatisztikus fizika” tdrgyakat, valamint mas, kiilonb6z6 tanszékek altal oktatott
elméleti targyakat. Ezért minden témat, mint példaul a parcidlis
differencialegyenleteket minden tipusat, valamint a specidlis fiiggvényeket
(Bessel-  Csebisev-Hermit-, Legendre- ¢s Lagerr-fiiggvények) ilyen
szemszogbdl targyaljuk.

Maisodsorban a targy tanulmanyozésa sordn a didkok szamadra lehetéség nyilik
arra, hogy a matematikai atalakitasok terén nagy tapasztalatra tegyenek szert.

A tantargy tanulmanyozasa jelentdésen hozzajarul az absztrakcids képességek
fejlesztéséhez. A hur rezgési egyenletének eldallitdsa soran kiemelt hangsulyt
kapnak az egyenlet eldallitasdnak feltételei, amelyek egyben a megoldas
alkalmazhatosagat korlatozzak. Hasonlo eldfeltételek még jelentdéseben
korlatozzak a hovezetés egyenletének alkalmazhatdsagat.

A tantargy eldadasa soran hangstlyozzuk az ukran tudosok eredményeit az
elméleti fizika és a rokon tudomanyok terén. M.V. Osztrogradszkij ukran
szarmazasu vildgszerte ismert matematikus a harkovi kormanyzodsagban
sziiletett és a harkovi egyetemen tanult, csak azutdn koltozott Szentpétervarra.
Itt a késObbiekben a pedagogia intézet igazgatdja lett.

A rugalmas palcak rezgéseinek tanulmanyozéasakor megemlitjiik az egyenlet
altalanositasat és ezzel egylitt a szilardsdgtan és annak ismert szakembere, Sz.P.
Timosenko.

A reziduumelmeélet tanulmédnyozasakor Szohockij képleteit is alkalmazzuk, aki
a kijevi egyetem végzdse volt.

A tanterv két zarthelyi dolgozatot ir eld. A feladatok a csatolt példatarbol
keriilnek ki (lasd Feladatok a gyakorlati foglakozasokhoz), de ezeket nem
oldjuk meg a gyakorlati foglakozasokon.



I. FEJEZET

A PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK TIiPUSAI

§1. A parcialis differencialegyenletek (PDE) elméletének
legfontosabb definicioi és fogalmai

Definicié. Az  x,,x,,.,x, fiiggetlen valtozok, valamint az

u(x, ,x,,....x, ) ismeretlen fliggvény ¢és annak parcidlis derivaltjar kozotti
Osszefiiggést parcidlis differencidlegyenletnek (PDE) nevezziik.

Definicié. A differencidlegyenletet n-edrendiinek nevezziik, amennyiben
tartalmaz legaldbb egy n-edrendil parcidlis derivéltat és nem tartalmaz az n-
ediknél magasabb rendii derivaltat.

Az n-edrendii egyenlet altalanos alakja:

F(xl,xz,...,xm,u,uxl,... u N7 )=0, (1.1)

) xm,...

m
Y a; =n (a;—nemnegativ egész szamok)
i=1

n
2"y, %50, X,,)
(o4 a )
yin?oam o Ox x> ...oxn

Jelolle a=(¢,,a,,...,a,) a nemnegativ «, koordinatdjii egész vektort

u

m

(multiindex), amelynek hossza ‘a‘zz%, legyen tovabba x=(x,,x,,...,x,),
i=1

valamit

0”‘”5‘14(x1 3 Xy peeer X))

oOx Ox3>..0x"

m

Az (1.1) egyenletet a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
F(x,u,..D%(x))=0
Definicié6 A PDE linearis, amennyiben az F az ismeretlen fliggvényre és

annak minden parciélis derivaltjara nézve linedris.
A masodrendii linearis egyenlet altalanos alakja

Zaij (x)ux + Zbl. (Du  +c(x)u=f(x). (1.2)
i,j=1 Yo %
Definicio Ha az (1.2) egyenletben f(x)=0, akkor az egyenlet linearis és

D%u(x) =

homogén. Amennyiben az a;,b, ,c egyiitthatok allandok, az (1.2) egyenletet

ija
allando egylitthatos egyenletnek nevezziik.

Definicié A PDE kvazilinearis, amennyiben lineéris a legmagasabbrendii
derivaltakra nézve linearis.



A definicio szerint a masodrendii kvazilinearis egyenlet altalanos alakja
a kovetkezd alakban irhat6 fel

m
Z:aij(x,z,t,ux1 st YU = OXUU_ U ).
1

X X;
.o m m
i,j=1 "

Példak. Allapitsak meg, parcidlis differencidlegyenletek-e az alabbi
egyenletek. Amennyiben igen, hatarozzak meg annak tipusat.

2 .2
1. cos™(u,, +u,,)+sin(u, +u,)=1

Az egyenldség azonossag, nem PDE.
0
2w, (63)+ o)) = £ ).

Az egyenloség két fliggetlen valtozdés harmadrendii kvazilinearis
egyenlet.

3.yt 5 (36, ) = x4 (3, ) = xpu(, ).
Az egyenldség két fiiggetlen valtozos linearis negyedrendii PDE

3
4.[14)C3y2 (x,y)} —yu,=0.

Az egyenldség két fiiggetlen valtozos linedris 6tddrendit PDE.

Definicio Barmely olyan, az (1.1) egyenlet értelmezési tartomanyan
folytonos ¢és n-szer differencialhaté ¢(x, ,x,,...,x, ) fliggvényt, amely az
egyenletbe behelyettesitve azonossadgga alakitja azt, az (1.1) egyenlet regularis
megoldasanak nevezziik.

A kovetkezdkben csak a reguléaris megoldéasokat vizsgaljuk.

Példa. Vizsgiljuk mega » (u_(x,...,x,))’ =0 egyenletet.

=1

Az utdbbi egyenldség teljesiil, amennyiben U, =0,i=1,n, azaz az

u = const alland6 fliggvény megoldasa az egyenletnek.
Belathatjuk, hogy két folytonos ¢&s kétszeresen differencialhatéd

p(x+y)és  @,(x—Y) fliggvény  Osszege az  u,(x,y)—u,(x,y)=0
differencialegyenlet megoldasa.

Az Z(ux )2 +1=0 egyenletnek nyilvanvaléan nincs megoldasa.
I I
Ahogy azt a fenti példakbol lathatjuk, a differencidlegyenleteknek
végtelen sok megoldasa lehet. Amennyiben tehéat egy fizikai feladat parcialis
differencialegyenlet megoldasara vezethetd vissza, a folyamat egyértelmii
leirasa céljabol az egyenlethez hozz4 kell flizni valamilyen, a feladat kitlizésébol
kovetkezd kiegészitd feltételezéseket.



§ 2. A két fiiggetlen valtozoju masodrendi PDE-k tipusai

Tekintsiik a két fliggetlen valtozoji masodrendii PDE-ket:

all('x’y)uxx +2a12(x3y)uxy +a22(x3y)uyy = f(xayauauxauy)' (21)

A (2.1) alaku differencialegyenletek harom tipusba sorolhatok. Az (X,y)
fliggetlen valtozokat transzformalva minden ilyen egyenlet a legegyszeriibb,
ugynevezett kanonikus alakra hozhatok. Ezért a két fliggetlen valtozoja
egyenletek tanulményozéasat a kanonikus alakti egyenletek vizsgalatdval
folytatjuk.

A (2.1) egyenlet kanonikus alakra hozéasa céljabol vezessiik be az

&= (X, ¥),n=y(x,y), (2.2)
Fiiggetlen valtozokat, ahol ¢(x,y) €s w(x,y), valamint ezek legalabb
masodrendii parcialis derivaltjai folytonos fliggvények és

D(&,n) _|Px Py

= # 0.
Dx.y) . v,

Ez esetben nyilvanvaldan kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés all fenn a
megfeleld tartomanyok (x,y)és (&,77) pontjai kozott, azaz a (2.2) egyenldségek

x-et és y-t a & és p fliggetlen valtozok egyértelmi fliggvényeként hatarozzak
meg: x =x(&,n), y = y(&,n).
Tisztaznunk kell, hogy az ¢(x,y), w(x,y) fliggvényeket milyen mddon kell

megvalasztani ahhoz, hogy ezaltal a (2.1) egyenlet egyszeriibb alaki legyen.
Hogy ezt megvalaszolhassuk, helyettesitsiik be a (2.2) fliggetlen valtozokat a
(2.1) egyenletbe. Ekkor

u(x(&,n), y(&,m)=U(S.n),
ux = Ux ((D(XSy)’l//(xﬂ y)) = (Dfo + l//xUna
u,= (pré + V/yUn’
Uy = §D§U§§ + 2§Dx'7”xU§77 + W)%Uf]ﬂ + ¢xxU§ + WxxUn’ (23)
2 2
Uy, = (DyUéé + 2(pyl//yUf7§ + WyUfm + ¢yyUf + l//yyUn’
uxy = ¢x¢yU§§ + (@xlﬂy + wa/x )Ufry + WnyUnn + ¢ny§ + WXyUn‘
Behelyettesitve a derivaltakra kapott (2.3) Osszefiiggéseket a (2.1)
egyenletbe

o Ug: + 20U, + .Uy, = F(E,n,U,U;,Un), (2.4)



ay, = a,p; + 2a,0,0, + azz(oia
A =a QY+ an (@Y, + QW)+ anpy,, (2.5)

Oy = an'ﬂf +2apy W, + a22Wy2-
Megjegyezziik, hogy amennyiben a (2.1) egyenlet linearis, ugy a (2.4) is
az.
Vizsgaljuk meg az elsérendii

a,z> + 2ayz,z, + azzzi =0. (2.6)

differencialegyenletet.

Legyen a z =@(x, y)fliggvény ezen egyenlet egy partikuldris megoldasa.
Ha ekkor ¢ -t egyenldvé tessziik & = o(x, y)—vel, akkor a (2.5)-bdl «;, =0.

Az 0) fliggetlen valtozé kivalasztasa tehat a (2.6) egyenlet integralasaval
egyenértéki.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a (2.1) egyenlet egyiitthatéi és a
masodrendli parcialis derivaltak folytonosak a vizsgalt tartomanyban és nem
véalnak egyidejiileg egyenlové nullaval. Ekkor, ha @, #0, a (2.6) egyenletet a

kovetkezd alakban irhatjuk fel:

[allzx +(ay, + \/Z)Zy ][allzx +(a;, — \/Z)Zy]: 0,
Vagy, amennyiben a,, #0,

[azzzy +(a,, + \/Z)zx Iazzzy +(a;, — \/z)zx]: 0,

Ahol A=a}, —aya,,.
Mindkét fenti egyenlet két egyenletre bomlik fel:
az, +(ap, + \/Z)Zy =0,

(2.7)
a,z, +(a;, — \/Z)zy =0,

vagy
anz, + (a;, + \/Z)zx =0,

anz, +(a, — \/Z)Zx =0.
Tehat a (2.7) és (2.7a) egyenletek megoldasai lesznek a (2.6) egyenlet
megoldasai.
A (2.7) és (2.7a) megoldasa cé€ljabol irjuk fel a megfeleld kozonséges
differencialegyenletek rendszerét
dx  dy dx dy

ap _alz"'\/Z ’ a_ll_alz_\/Z’

(2.7a)

vagy
dy dx dy dx

dy - a;; + JA Ay - ap, —JA’

10



ahonnan

a,,dy —(a, ++/A)dx =0, a,dy —(a,, —JA)dx =0, (2.8a)
vagy
ayydx —(ay, +~A)dy =0, aydx—(a;, —~A)dy=0. (2.8b)
A (2.8a) ¢és (2.8b) egyenletet egy egyenletkeént irhatjuk fel
a,,dv* —2ay,dxdy + a,,dx* =0, (2.8)

Amelyet a (2.1) egyenlet karakterisztikus egyenletének neveziink.

A kozonséges differencidlegyenletek elméletébdl ismert, hogy ha
c=¢(x,y) (2.8a) vagy (2.8b) valamelyikének altalanos integralja (vagyis a
(2.8) egyenet altalanos integralja), akkor z=¢@(x,y)a (2.6) altalanos integralja
és viszont. Az a,,,a,,,a,,-re érvényes korlatozasok miatt a (2.8a) és (2.8b)

egyenletek egyiitthatoinak derivaltjai a madasodrendii derivaltakig folytonos
fiiggveények, tehat léteznek a (2.8) egyenletnek olyan integraljai, amelyek
folytonosak ¢s amelyeknek derivaltjai a masodik derivaltakig folytonosak

Definicio. A (2.8) egyenlet megoldasait karakterisztikdknak nevezziik.
A  A=a,—a,a, diszkriminans el6jelétél fiiggden a  (2.1)
differencialegyenletek alabbi tipusait kiillonboztetjiikk meg.
1) A (2.1) egyenletet a D tartomanyon hiperbolikus, ha (x,y)e D A>0;
2) A (2.1) egyenletet a D tartoméanyon parabolikus, ha (x,y)e D A=0;
3) A (2.1) egyenletet a D tartomanyon elliptikus, ha (x,y)e D és A<O.
A (2.8)-bol kovetkezik, hogy a hiperbolikus egyenletek két kiilonb6zo
valos  karakterisztikasereggel, a parabolikus tipus egy valds
karakterisztikasereggel, az elliptikus pedig két komplex konjugalt

karakterisztikasereggel rendelkezik.
Az

a122 —O0 0y = (alzz —apdy )[ggi’ZH (2.9

egyenldség igaz voltardl kdzvetlen behelyettesitéssel gy6zddhetiink meg.
. DED)
D(x,y)
valtozik meg a (2.2) atalakitas soran.
Megjegyezziik, hogy ugyanaz az egyenlet kiilonb6z0 tartomanyon eltérd
tipusu is lehet.

#0, akkor a (2.9)-bdl kovetkezik, hogy az egyenlet tipusa nem

Példa. Legyen u, +xu , —3yu=0:

a) ha x>0, A=—x <0, az egyenlet elliptikus;
b) ha x =0, A=0, az egyenlet parabolikus;

c) ha x <0, A>0 az egyenlet hiperbolikus.

11



§3. A két fiiggetlen valtozos masodrendi
PDE kanonikus alakra hozasa

3.1. Hiperbolikus egyenletek. Hiperbolikus egyenletek esetében a vizsgalt
tartomanyban A=a;, —a,,a,, >0 és a (2.8) karakterisztikus egyenlet két
kiillonb6zd C, = ¢(x,y),C, =w(x,y) valos karakterisztikasereggel rendelkezik.
Dley) #0.A
D(x,y)

C, =¢p(x,y),C, =yw(x,y) altalanos integralok a (2.8a) és (2.8b) egyenletek

Bebizonyitjuk, hogy ezek fliggetlenek, azaz

megoldasai, azaz

&:_a12+\/z Y, _alz_\/X

?, apy v, ap
vagy
ﬁ:_an—k\/z v, :_au—\/Z
Py as % x ay
A A> 0 feltételnek megfelelden
Pr # &, abo 143 #* ﬁ
¢, Y, P Y,
Az utdbbi egyenldtlenségbol
o, @
o, —ow, = |20,
VeV,
amit bizonyitanunk kellett.
Legyen
&= (X, ), n=y(x, ). (3.1)

Akkor o, =0 és a,, =0, a (2.4) egyenletet az alabbi alakban irhatjuk le:

F\¢nU,U.,U
Uy (&) =- (f”m ) (3.2)

A (3.2) egyenlet a hiperbolikus egyenlet elsé kanonikus alakja.

Jegyezziik meg, hogy ha a,,(x,y)=a,,(x,y)=0, akkor a (2.1) egyenlet
mar (3.2) alakt.

Vezessiink be két 1j fiiggetlen valtozot a kovetkezdképpen

a=&+n, p=&-n. (3.3)
Ekkor

ad: A 1 1

= :‘ ‘:—27&0,

ﬂg ﬁn I -1

Az ,(a, f)valtozok bevezetése tehat nem valtoztatta meg az egyenlet tipusat.

12



Legyen

a+p a-p
U , =v(a, P).
(228,928) e
Ekkor:

U§ - Va +Vﬂ, l]77 =Va _VIB, Ugn :Vaa _Vﬂﬁ.
Az igy kapott derivaltakat a (3.2) egyenletbe helyettesitve

Vaa _vﬂﬂ :d)(azﬁavavazvﬂ)- (34)
Ez a hiperbolikus egyenlet masodik kanonikus alakja.
Pé¢lda. Hatarozzak meg a PDE pontos tipusat és kanonikus alakjat.

Uy, —yu,, +u(x,y)=0, y>0. (3.5)
A (3.5) egyenlet két fiiggetlen valtozés masodrendii PDE. Az egyenlet
tipusdnak meghatarozasdhoz szamitsuk ki a diszkriminénsat

— 2 —

1. dbra

A (3.5) egyenlet tehat hiperbolikus. A megfeleld karakterisztikus egyenlet
(dy)* = y(dx)* =0
Ahonnan a két valds karakterisztika-sereg (1. dbra)

C, =x-2y,C, =x+2\/y.

A karakterisztikak az y = i(x — C)* parabolak jobb és bal agai.
A parabolak Ox tengelyhez tartoz6 csucsai nem tartoznak a karakterisztikdkhoz
(y>0).

.§:x—2\/;, 77:x+2\/;,

13



1
u, =U,+U,, u, :ﬁ(U,7 ~U, ) u, =Uy +2U,, +U,,.
1 1
Uyy :;(Uﬁf —2Ug +Uy, )_ 2,2 (Un _Ué)

Behelyettesitve a derivaltakat a (3.5) egyenletbe:

05
n-¢

U, v.-u,)-0250.

n

Elvégezve a (3.3) atalakitast meghatarozzuk a (3.5) egyenlet masodik
kanonikus alakjat a vizsgalt tartomanyban.

1
Vyy = Vg =——Vz—0,25v.
bp B B

3.2. Parabolikus egyenletek. Parabolikus egyenletek esetében
A=al, —a;,a,, =0 és a megfelelé (2.8) karakterisztikus egyenletnek egy
altalanos integralja van, C, = ¢(x,y).Ekkor a

5= o(x, ), n=1(x, ),
Helyettesitést végezziik, ahol a 7(x,y) egy tetszéleges kétszer folytonosan
integralhat6, a ¢(x, y) -tol fliggetlen fiiggvény.

Mivel a,, =+/a,,+/a,,, ezért

= ayp; +2a,0,.9, +ay goi :( angs + Vazz¢y)z =0.
De ekkor
A= a, P10 ,+ap, ((Pxﬂy TP )"‘ An®P,n, =

:Q@ﬁi— aaz%)( a7y +\/g77y):0’
-0

tehat a (2.4) egyenlet a kovetkezd alakban irhat6 fel

Flenu.U,.U,)

UG == . (3.6)
22

A (3.6) egyenlet a parabolikus egyenletek kanonikus alakja.
Pé¢lda. Hatarozzuk meg a

Uy —2u,, +u,, +3u, =0.

(3.7)
PDE tipusat és hozzuk kanonikus alakra.

14



Mivel A=1-1=0, tehat a (3.7) egyenlet parabolikus. A megfeleld
karakterisztikus egyenletbdl

dy+dx=0 = C, =x+y.
Bevezetjiik az alabbi 1j fiiggetlen valtozokat:

E=x+y,n=y. (3.3)
Mivel
s ¢
Yl=1=20,
ne 1,

a (3.8) fliggvények fliggetlenek:
u, =Ugzu,=U;+U,,u, =U

>y 17° 7 xx g2

Uy, =Uge +2Ug, + Uyt =Uge U,
Behelyettesitjiik a derivaltakat a (3.7) egyenletbe, majd az 6sszevondsok

utan megkapjuk a kovetkezd kanonikus alakot
U,,(&m+3U, =0.

Megjegyezziik, hogy mind a (3.7) egyenlet mind pedig annak kanonikus
alakja allandé egyiitthatoju linearis homogén egyenletek. Ez a megjegyzés
altalanos érvényli, vagyis ha az egyenlet allando egyiitthatoju linearis és
homogén, akkor a kanonikus alak is alland6 egyiitthatoju, lineéaris és homogén.

3.3. Elliptikus egyenletek. Elliptikus egyenletek  esetében
A=a, —ay,a,, <0, és a (2.7) vagy (2.7.a) egyenletek egyiitthatéi komplex
szamok. Bebizonyitjuk, hogy ezeknek vannak gyokei. E c€élbdl bevezetjiik a

z(x,y) =¢(x,y) +ioAx, y). (3.9)
fiiggvenyt. Ekkor

0,(&, +iw)+(ay +/-A)(E, +im,) =0,
(&, +i)+(a, —=Ai)¢, +im,) =0

vagy

ay ¢, +apd, —v-Aw, =0,
< (3.10)

a6y +aps, +v-Aw, =0,

A (3.10) (3.10.a) egyenletrendszerek elsérendii linearis homogén PDE-k
rendszerei, amelyek egylitthatoi folytonosan differencidlhatok. Az ilyen
egyenleteknek vannak megoldasai és ha a (3.10) egyenlet megoldasai
{=C(x,y),0=w(x,y), akkor a (3.10a) megoldasai = (x,y),wo=-w(x,y). A

(3.10a)
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(3.9) értelmében a (2.7) megoldasai a z(x,y)=<(x,y)tiw(x,y)fliggvények, a
(2.8a) altalanos integraljai pedig a C,, = {(x,y) tiw(x, y).

Hasonlé gondolatmenet a (2.7a) egyenlet esetében is helytalldak. Ha
bevezetjiik a &= (x,y) +io(x,y).n =< (x,y)—iw(x,y)jelolést

. 2 . . . 2
a1 =0=a,(, +tiw) +2a,(C, +io )¢, +in)+an(l, +iw,)", aomke,

2 2 2 2
(a8, +2a,8 .8, +ayd,)—(a)0; +2a,0,0, + ayo,) =0,

allgxwx +a12(é’xwy +wxé/y)+a22§ya)y =0. (311)
Bevezetjiik az
+ —
a=521 ), f== = o) (3.12)

U fliggetlen valtozokat
A (3.12) fiiggvények Jacobi-determinansa nem nulla (a fiiggvények
fliggetlenek), elvégezve a helyettesitést a (2.1)-be a (3.11) miatt

o =0y, 0,=0. Ekkor a (2.4)-b6l megkapjuk az elliptikus egyenlet
kanonikus alakjat.

Fl\e,p,U,U,,U
Uyy +Ugp = - ﬂ). (3.13)
a
1
Példa. Vizsgaljuk meg a (3.5) egyenletet az y < Otartomanyban. Ebben a

félsikban  az  egyenlet az  elliptikus  tipushoz  tartozik. A

(dy)* — y(dx)* = Okarakterisztikus ~ egyenlet  két  komplex  konjugalt
karakterisztikdja C, =x —2./—yi, C, =x+2,/— yi.
A (3.12) értelmében a = x, f =2./— y. Ekkor
-1/2
ux:UON uxx:Uaaﬁuy:_(_y) Uﬂ:

Uy, =(=)"Up —1/2(=y) U,
Behelyettesitve a (3.5)-be a derivaltakat

1
Uaa+Uﬂﬁ—EUﬂ+U:O.

3.4. A két fiiggetlen valtozos allando egyiitthatojo linearis masodrendi
PDE-k kanonikus alakjai. Vizsgdljuk meg az allandd egyiitthat6ja lineéris
PDE-t

ay Uy, + 205U, + aytty, +bju, +byu, +byu = f(x,y). (3.14)

A fentebb bizonyitottak értelében a (3.14) differencidlegyenlet a harom
ismert kanonikus alak egyikére vezethetd vissza

Ug +qUs+cU, + ;U =F(S,n),
U§§ _Um] +ClU§ +o,Un+aU=F(5,n)
U, taU:+qU, +cU=F(S,n) (parabolikus tipus), (3.16)

(hiperbolikus tipus)  (3.15)
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Uge+U,, +qU:+ U, +c;U =F(&,n) (elliptikus tipus), (3.17)
ahol ¢; = const (i=1,2,3).
A (3.15) — (3.17) egyenletek tovabbi egyszertisitése céljabol vezessiink be
a U(&,n) helyett egy uj, v(5,n)figgveényt
U=e""(&n), (3.18)
ahol A és u - tetsz6leges allandok. Ekkor
U = e’q“’z““‘”(vé + Av),
— A
U,=e +‘”7(\},7 + 1),
Ugs =" (v + 240, + A7),
— 2
U,, =€ (v, +2uv, + 1v),

U, = eig“‘”(v@7 +Av, + Ve + Auy).

Behelyettesitve a derivaltakat a (3.17) egyenletbe:
Ve + V(¢ + 20V + (¢ + 20y, + (A2+ p* +
e At et c)v=eTHE(E D).
Vélasszuk meg a A ¢és u allandékat ugy, hogy az utdbbi
egyenletbenv, s v, nullak legyenek. Ekkor

¢ +24=0,c, +2u=0 :>/1:—C—1, U= —C—Z,
2 2
azaz
2 2 2 2 2 2
A4 1P+ o At eyt —, =%+%—C—l—%+c3 =c, —%—%
Tehat

& o ey
V§§+V7777+(C3_Z_T)V:e2 2 F(éan)a

Hasonlé gondolatmenetet kovetve a (3.15) és (3.16) egyenlet esetében
Vfr] tav :}71(95,77)

Vee = v7777+ av = E(éja 77)7
Vot ave =F (&,n) (parabolikus tipus).

} (hiperbolikus tipus)

Példa. Hatarozzédk meg a
Uy, —4u,, +4u,, +u,—u, =0. (3.19)
egyenlet kanonikus alakjat.
Meghatarozzuk az egyenlet tipusat
A=(-2)*-1-4=4-4=0.
A vizsgélt egyenlet tehat parabolikus.
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Ekkor

dy2 +4a’xa’y+4abc2 =0=>dy+2dx=0=>¢ =y+2x.
Legyen & =y+2x, n=x. Bebizonyitjuk a <&(x,y) 1 n(x,y) fliggvények
fliggetlensegeét

Sx Gy
. 1,
u, =2U;+U, u,=U;u, =Ug,

Uy, =2Ug +Ugu, =4U, +4U,, +U,

Behelyettesitve a derivaltakat a (3.19) egyenletbe:
AU +4U,, +U,, —8U; —4Uy, +4U.: +U, -2U. +U, =0,

U,-U:,+U,=0.
Bevezetjiik az 4) v(&,n) figgvényt a (3.18) képlet szerint. Ekkor

10

21
:‘ ‘:—17&0,

n

625“”7(\},7,7 +2uv, +,uzv—v§ —v+v, +u)=0=

=V, +Qutly, —v. + (1*= 2+ p)v=0.
A A4 ¢és u allandokat ugy valasztjuk meg, hogy teljesiiljon az alabbi

egyenletrendszer
2u+1=0 1 1
5 = U=——, A=——.
W —A+u=0 2 4
Ekkor az utolso egyenletet igy irhatjuk 4t
Yoy = Ve =0,

W& ) =" 2T, n).
Megjegyzés. A (2.3) egyenletet gyakran ugy irjdk fel, hogy a

U(S,m)helyett a u(f,m)-t hasznaljak. Ebben az esetben a u és u,

szimbolumokat a n=const ¢és &=const iranymenti derivaltakként kell

értelmezni.

ST )

vagyis mint U, -t és U, -t, nem pedig mint az u(x,y) figgvény&és n szerinti

parcialis derivaltjait, mivel az u, ¢€s az u, kifejezéseknek nincs értelmiik, amig

az 0j & és n koordinatak nincsenek meghatarozva.
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§4 A tobbvaltozos kvazilinearis masodrendi PDE-K tipusai és
kanonikus alakjai

Vizsgéljuk meg a masodrendli kvazilinearis PDE-ket.

ZZaU(x)u . :f(x,u,ux -y ), (4.1)
i=1 j=1 J 1 m

ahol x =(x,,x,,...,x,,).

Legyen a; =a;.

crer

‘§k _wk(x)s k _lam'

Fogadjuk el a @, (x) fliggvényeket kétszer folytonosan
differencialhatoknak ¢és ﬁjggetlenek a vizsgalt tartoményban Ekkor
ZU Py ix, ZZ 56 Pe, P, +ZU§k¢kxx
k=11=1
Bevezetjuk a;. = ¢;_-Ekkor, behelyettesitve a derivaltakat a (4.1)-be

m m

Zak,ngél :F(f,U,Ugl U, ) (4.2)

k=11=1

ahol
Zkl Zzalj lkajz;‘f = (‘fl "52 ""’gm)'

i=1 j=1
Vizsgaljuk meg a kovetkezd kvadratikus format
PIPICATETS (4.3)
i=1 j=1
Amelynek egylitthatoi valamely M (x°), x° = (x/,x),...,x, )pontban megegyeznek
a (4.1) egyenlet egyiitthatoival.
Vezessiik be az 0j,7,,...,n7,, valtozokat az aladbbi linearis atalakitas
segitségével

=D Ayl (4.4)
k=1
Ekkor a kvadratikus forma a kovetkezo alakot veszi fel:
2D @,
k=1 i=1

ahol

chO, ZZa alka

i=1 j=1
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A (4.1) egyenlet {6 részének egylitthatoi ekkor a kvadratikus forma (4.4)
atalakitdsanak megfeleld linedris atalakitast szenvedik

Az ap egyiitthatok megfeleld kivalasztasaval s (4.3) kvadratikus format
kanonikus alakra hozhatjuk

Z/’iknia
k=1
ahol A, =*1-el egyenld vagy nulla, azaz
o 0, k=l
W\ A k=
k> -0

Ha tehat az &, fiiggetlen valtozokat ugy valasszuk meg, hogy az M (xo)
pontban teljesiiljenek az alabbi egyenldségek
ay =ay (példaul £,=3 agx, ),
i=l1
Akkor a (4.1) egyenlet az M (xo) pontban a kovetkez6 alakot veszi fel

AU, O=FEUUg U, ) (4.5)

A kvadratikus formék tehetetlenségi tétele (Sylvester tétele) értelmében a
pozitiv, negativ és nullaval egyenld A, egyiitthatok szdma invarians a

kvadratikus forméat kanonikus alakra hozd nemszingularis lineéris
transzformaciora nézve.

Ezért a (4.1) egyenlet az M (xo) pontban
a) elliptikus , ha a (4.5)-ben A, =1minden k =1,m -re;

b) parabolikus tipusu, ha a (4.5)-ben legalabb egy A, egyiitthato értéke
nulla;

c) hiperbolikus tipust, amennyiben valamennyi A, értéke nullatol eltérd
¢s ezek kozott legalabb egy olyan van, amelynek eldjele eltér a (4.5) tobbi
egyltthatdjanak eldjelétol

d) ultrahiperbolikus, amennyiben a (4.5) egyenlet valamennyi
egyiitthatéja nullatol eltérd, de r <1 egyiitthatd pozitiv és m —rnegativ.
Megjegyezziik, hogy m >3 esetében a (4.1) egyenletet csak az adott pontban
lehet kanonikus alakra hozni, mert ahhoz, hogy a (4.1) egyenletet valamely

tartomanyban kanonikus alakra hozzuk, a ¢, (x)fiiggvényeket oly modon kell

megvalasztani, hogy & =/esetében teljesiiljenck a ay =0 feltételek. Az ilyen

m(m—1)
2

feltételek szama , ami meghaladja a ¢, (x) fliggvények m szamat.

20



m =3 esetében a nemdiagonalis elemeket nullava alakithatjuk , de akkor a

diagonalis elemek killonbozéek lehetnek, ugyanakkor aw egyenlék kell

legyenek A, -val.
Megjegyzés. Ha a (4.1) egyenlet linearis ¢és egyiitthatéi allandok, akkor az

a teljes értelmezési tartomanyan a kovetkezd kanonikus alakra hozhaté

Z(ku +b,U )Jch:F1 (&).
] Sk Sk
Legyenek A, # 0. Ekkor az alabbi mddon bevezetve a v(&) fliggvényeket

U =vexp (— 0,5). 4,'b.&, ]
k=1
a (4.6) egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6
XA, +av=F (§)exp(0.5) 4'b&,).
=1 kSk

(4.6)

k=1
Példa. Hatarozzak meg a differencialegyenlet tipusat €s hozzak kanonikus

alakra.
u  (x,x,x)+2u  +2u  -2u  +3u =0. 4.7)
X4

XX XX2
meghatarozzuk annak a nemszingularis

Lagrange moddszerével*
transzformacionak a

1 -1 -1
A=|0 1 1
0 0 1

Mitrixat, amely kanonikus alakra hozza a
P(X, X5,) = X0+ 2%, X, +2X5 —2X,X;

kvadratikus format.
Ekkor bevezetve == 4" X -t, ahol

* JI. 4. OxyneB. Buma anre6pa. K., 1950, ctop. 157 - 165

X ¢
X=|x | E=|S&, |
X3 S5
a kovetkezdt kapjuk:

Ueﬂéﬁ +U§2§2 _U§3§3 +3U§3 =0.

Behelyettesitve

U(fl 162,63 ): V(§1 162,63 )exp(% & )
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végiil a kdvetkezdt kapjuk

v, +v, -V +yv:0.
§1§1 5252 ‘3353 4

A (4.7) egyenlet tehat hiperbolikus tipusu.

§5. A magasabbrendi differencidlegyenletek tipusai

Az §1 jeliiléseit alkalmazva vizsgéaljuk meg a
Z a (x)DU(x) = f(x,u,ux yeees U ,...,Dsu(x)), (5.1)
9Oy 1 m

a,a
a, +a, .o, =n

differencialegyenletet, ahol ‘s‘ < ‘a‘ .

Amennyiben az a o, () egyitthatok folytonosak a vizsgalt D

1,07 ,...,
tartomanyban, az (5.1) alaki PDE-k elméletében fontos szerepet jatszik a
kovetkezo, A 1,/1 2,...,/1 . valos paramétereket tartalmazo n-edrendii forma:

O ) = D gy g VA2 A (5:2)

o +..4a,=n
Amelyet a z (5.1) egyenlet karakterisztikus formdjanak neveznek.
Az (5.2) forma segitségével az (5.1) PDE-k kovetkezd tipusait
kiilonboztetjiik meg.
Az (5.1) egyenlet az x” € D pontban parabolikus, amennyiben az (5.2)
karakterisztikus forma a A =4 (14,4,..418,) 1 =1,m nemszingularis affin

transzformacio altal az x° olyan formava alakithato at, amely csak 1 (0 </ <m)
paramétert tartalmaz. Ebben az esetben azt mondjak, hogy az (5.2) egyenlet az
x" € D pontban parabolikusan elfajul.
Ha a parabolikus elfajulds nem all fenn, akkor az (5.1) egyenlet az
x" € D pontban elliptikus, amennyiben az

oA A 4,,) =0 (5.3)

karakterisztikus egyenletnek nincsenek valos gyokei, kivéve
A =4, =...= 4, =0gydkoket.

Amennyiben az (5.2) karakteriszikus forma A,,...,4, paramétereinek az
x’eD  pontban valamely nemszingularis  affin  transzformacidja

eredményeképpen el6alld (5.3) transzformalt karakterisztikus egyenletében a
paraméterek egyikének n valos gydke van, akkor az (5.1) egyenlet az x°

pontban hiperbolikus.
Az (5.1) egyenlet a D tartomanyban parabolikus, hiperbolikus vagy
elliptikus, ha a tartomany minden pontjdban a megadott tipushoz tartozik.
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Példak. Vizsgaljuk meg a terheletlen lemez kismértékii hajlitasi
rezgésinek egyenletét*

At X, ot X, ot X,
Lu(x,yy= 15 7)) Tuy) g (5.4)
o 12,7, %% D
ahol g- a lemez feliiletén egyenletesen eloszl6 terhelés intenzitasa, D — a lemez
hajlitassal szemben mutatott merevsége. Ekkor a karakterisztikus forma a

kovetkezo

O, 1) =2 +20 0+ D= + 1),
az (5.4) egyenlet tehat elliptikus tipusi- a vizsgalt tartomanyban.
Altalanosan, az

m

Atu |
I;M - f(x’u(x),---,D u(xs ))’ |S| <3

egyenlet, amelynek karakterisztikus forméja

2
sttt {55

elliptikus az értelmezési tartomanyan.
Parabolikus egyenlet példaul a lemez transzverzalis rezgésinek egyenlete

*C.I1.Tumomenxko. Mcropust Hayku o conmpoTHBiIeHHH MaTepuanoB.M., 1959, ctp.147

2hp %u(t,x,y)

Lu(t,x,y) = D PR (5.5)
ahol h,p — allandok. A megfelelé karakterisztikus egyenletet
oA, A, A4) = (ﬂ% + /1§ )=0 alakban irhatjuk feli, az (5.5) egyenlet tehat
parabolikus.

A
“u(t, x Yu(t, x “u(t, x
) 3 e T
Differencialegyenlet hiperbolikus, mivel karakterisztikus forméja
PNy 20, 25) = 2o+ I + 2 =3 (J + 1) + 2/ =
=(B+ 74 =) (& + 4 +24),
kielégiti a kivant feltételeket.
Megjegyzziik, hogy az
A*u(t,x,y)
Lu(t,x,y)—T:f(t,x,y) (5.6)

Egyenlet a fenti tipusok egyikéhez sem tartozik. A megfeleld karakterisztikus
forma
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2
q)(ﬂ’l 31272’3) = (ﬂ% +ﬂ’§) _2’?
alakt, amelynek A, -re nézve csak A,és A, kotott értékei esetében vannak valos

gyokei. Az ilyen differencialegyenletet koztes tipusinak nevezziik.
P¢éldak a) allapitsdk meg, hogy az alabbi egyenletet parcidlis differencidlegyenletek-e
¢s hatdrozzak meg annak pontos tipusat.

1. cos(u, +uy)—cosux cosu, +sinu, sin u, = 0.
. 2. xzuxvZ —(u, ) —5u=0.
7
3. E(xuyzx —uy) + 5qu2 =0.
4. log|uxuy| - log|ux| - log|uy| +5u—-6=0.
J 2
5. —tgu—u_sec u—3u+2=0.
Jx
6. cos’u,, +sin’u,, —2u} —3u, +u=0.

+2u—-5=0.

7. (u, )’luxy _o”iln u,

y
8. xu, =5(u, Y+ xyu = ln|x|.

9. yu,e™ —ﬁey" +3=0.
ay

10. (sh x)u,, —xu,, +u, +In(y*+1)=0

b) Allapitsak meg a PDE tipusat és hozzak kanonikus alakra az aldbbi egyenleteket-
1. 4y%u —ez"uyy +u’ =0.

u, —2(sinxju,, + (sin’ Xu,, —(ctgxyu, =0.

e'u, +eu,-0,5¢"u, —0,5¢"u, =5Sxy.

u, —2e"u  —u +u, cosu=0.

u, +2(sin yu,, +(1+ sin’ »u,, —xln|y| =0.

Y, - dxyu,, + 4x2uyy +3u, =0.

2 2 _u
(ctg™x)u, —2(ctg x)u,, +u,, +(cosec’x)u, =e".

S A o

u,, —2(cos x)u,, —(3+sin’ x)u,, —yu, = 0.

(1+x2)uxx +(1+y2)u_}y +xu, +yu, —Jx*+y* =0.

10. (sh x)u,, —xu , +u, +In(y* +1) = 0.

e

ow, +2u, +u, +2u +3u, +0.
12. 9u, —6u,, +u, +2u —3u, =0.
13 u, +4u +5u, +u +2u, =4u.
14 u, +6u,—5u, +u, —u=0.

15 u, +2u +2u, —5u, +u, =0.
16. u,, +u,, +3u,—4u, =0.

17 u, —2u, +u, —4u, +5u, =0.
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18.
19.
20.
21.
22.

23
24

25.

uy, +2u, —u, +u, +2u=0.

Ug +2u,, —u, +u, —u, =0, u=u(x,y,z).
. tu, —u, +u,~u =0

u,, =3u, +u, —u, +u, =0.

U, +9u, —3u,_ =5u,.

- 2u, —u, tu, —Su, =u.

2u u, —3u, +u=0.

u, —2u +u, +5u =0.
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II. FEJEZET
HIPERBOLIKUS EGYENLETEK

A HIPERBOLIKUS EGYENLETEKRE VISSZAVEZETHETO FELADATOK

Hiperbolikus egyenletekre altaldban azok a rezgésekkel kapcsolatos fizikai
feladatok vezethetok vissza, példaul a hurok és membranok rezgési, gézok
rezgési, elektroméagneses rezgések. Ezek legfontosabb jellemzdje trejedésiik
véges sebessége.

Hiperbolikus egyenletek. Hiperbolikus egyenletekre visszavezetheto fizikai
feladatok. A peremfeladat Kkitiizése. A feladat korrektsége. Stabilitas. A
halado hullamok mddszere.

u,+U, =0.

Feladatok:

1. A hur transzverzalis rezgései.

2. A palca longitudinalis rezgései.

3. A rezgd hir energidja.

4. Elektromos rezgések a vezetdkben.

5. A membran transzverzalis rezgései.

6. Az akusztika €s a hidrodinamika egyenletei.

Definici6. Hur alatt olyan rugalmas fonalat értiink, amely olyan folytonos
alakvaltozasra képes, amely kozben nem valtozik meg a hosszusaga.

A rezgéseket transzverzalisnak tekintjiik, ha a hiir minden pontja egy sikban
mozog, a pontok sebessége pedig merdleges az OX tengelyre.

A ¢ és U(x,r) barmely idépontban meghatarozza a hur alakjat.

U,=a’U, +f(x,1),
ahol f(x,r) —a kiilso ero.

Definicié. A membran olyan vékony hartya, amely nem fejt ki ellenallast a
hajlitassal és a nyirassal szemben. Ervényes Hooke torvénye.
U,=a’U, +U,)+ f(x,p.1),
ahol f(x,y,r) —a membran egységnyi felszinére esd erdstirtiség.
Kezdeti- €s hatarfeltételek.
A differencidlegyenleteknek végtelen sok megoldasa van. A végeinél rogzitett
har 0 <x </ esetében
U(0,¢)=0,U(l,)=0.
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Mivel a rezgések a kezdeti profil és a sebességek kezdeti eloszlasanak
fliggvénye
U(x,t,) = o(x) }
U, (x,t,) = f(x)]

Fogalmazzuk meg az egyenlet elsd peremfeltételét: hatarozzuk meg az
U,=a’U_ + f(x,1)
egyenletet kielégitd U(x,r) fliggvényta 0<x</, t>0 tartomanyban.

A peremfeltételekbol
U(0,1) = 14,(2)
U(l,t) = p, (1)

A kezdeti feltételekb6l
U(x,0) = ¢(x)
U,(x,0) =w(x)

A masodik peremfeladat
Ult = azUxx +f(‘x7t)
U(l,t) = p, (1)
U.(0,¢) =v(¢) — az ismert ero.

A harmadik peremfeladat
U, (0,7) = hU(0,£) - 6(t)] — rugalmas rogzités.

A Cauchy-féle feladat
U,=a’U_+ f(x,t),~0 < x <0, >0
U(x,0) = o(x)
U, (x,0) =y (x)

Vizsgaljuk meg a kovetkez6 feladatot
U, =a’U,+f(x.0)
U(x,0) = f(x)
U, (x,0) = F(x)
U(0,2) = u, (1)
U(l,1) = 1, (2)

Ha F(x)=0, akkor a feladatot Dirichlet-féle feladatnak nevezziikk Ha 7(x)=0,
¢s F(x) — tetszdleges, akkor a feladat Neumann-féle feladat.

Definicio. Ha a kezdeti- ¢s peremfeltételekben bekdvetkezd kismértékii valtozas
hatdsara a megoldas megvaltozik, akkor a megoldas instabil, ha nem valtozik

meg, akkor stabil.
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Megoldési modszerek:
1. A halad6 hulldm moddszere.
2. A valtozok szétvalasztasanak mddszere.
3. A Green-fiiggvény modszere.
4. Az elméleti potencidlok modszere.
5. Az integralegyenletek modszere.

frjuk fel a A-t hengerkoordinatakban:
3anuieMo A B HUTIHAPUYHIA CUCTEM1 KOOPAUHAT:
10 oU 10U o°U

AU =——— +—22 2 0.
pop’op plog o
2
AU:L£r2—+%sin9isinei+ ! 0

r*or or r 00 00 r’sin’ 0 op’
— Laplace-féle egyenlet hengerkoordinatakban.

Amennyiben a Laplace-féle egyenlet megolddsa gombi vagy hengeres
szimmetriaval rendelkezik, akkor U(p,,z) =U(p). Ez esetben U(r,0,¢) =U(r)
4 (24U

dr dr
Ezt az egyenletet integralva

=0 — gdmbi koordinatdkban.

U=+ c,, ahol ¢,,c, — tetsz6leges allandok.
r

Legyen ¢, =1, ¢,=0. Ekkor U, _L 4 térbeli Laplace-féle egyenlet

r
fundamentalis megoldasa. Hengerkoordinatdkban: U =U(p),
d du_,
dp  dp
Meghatarozzuk a hengerszimmetrikus megoldast.
U(p)=clnp+c,.

Hac, =-1,¢, =0, akkor U, :lnl. A U,(p) fiiggvényt a p sikhoz tartozo
fundamentalis megoldasnak nevezik. g

Az U, = Loz r=0 pont kivételével mindeniitt kielégiti a AU = 0 Laplace-
fele egyenletet.r Ez a fliggvény egy allandoban kiillonbozik a pontszerii toltés
U =§ potencialjatol.

Hasonloképpen, az U = I fiiggvény a p =0pont kivételével mindeniitt
kielégiti a Laplace-féle egyenlefet és egy allandoban kiilonbozik a feltoltott

vékony vezetd U =2/, In potencialjatol, ahol 7, a toltéssilirliség.
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A sikon Kkitiizott els6 peremfeladat.

Hatarozzuk meg a kovetkez6 feltételeket kielégitd U fliggvényt:
HeoOxiaHo 3HaliTH QyHKIIO U , sIKa 33JJOBUIbHSAE YMOBaM:
1. AU=0 A C konturral hatarolt végtelen X tartoméanyban.
2. Az U fiiggvény mindeniitt folytonos, ideértve C kontirvonalat is.
3. U | - =¢(x,y), ahol ¢(x,y)a C-n meghatdrozott fliggvény.
4. UM) korlatos a végtelenben,azaz 1étezik egy olyan N szdm, hogy
UM)|<N.
A kétvaltozos peremfeladat egyetlen megoldassal rendelkezik.

§1 A hur rezgéseinek egyenlete

Definicio. Hurnak azt a szilard testet nevezziik, amelynek hossza
lényegesn meghaladja annak egyéb méreteit.

A huar rezgéseinek folyamatat ugy irhatjuk le, ha megadjuk a hur
pontjainak helyzetét az 1d6 fiiggvényében (2. dbra) . A hur pontjaink helyzetét
ismertnek tekinthetjiik, amennyiben ismerjiik az elmozduldsvektor

U (¢,x) = fuy (£5) 105 (£) 105 (£,5)
komponenseit a t idépontban-

Vizsgaljunk meg egy egyszeriibb feladatot.
1) A rezgés az xOu sikban torténik, az U(t,x) elmozdulas-vektor

barmely t id6pontban merdleges az Ox tengelyre. Ekkor a rezgés
folyamatat az u(t,x) fiiggvénnyel irhatjuk le, amely a hur fiiggdleges
iranyll elmozdulasat mutatja;

2) A hur abszolut hajlékony (a hur Tfeszﬁltsége jelentésen meghaladja
annak R ellenallasat, azaz a hur csak a nyujtassal szemben fejt ki
ellenallast, a hajlitdssal szemben nem), ezért ‘E‘zO feltételezéssel

¢liink) és rugalmas (azaz teljesiil Hooke torvénye, a fesziiltség aranyos
a megnyujtassal);

3) A kozeg ellendllasa nullaval egyenld €és a hur rezgései kicsik, azaz
a’(x,t) =0, ahol a(x,t)—a harhoz az x pontban huzott érinté és az

Ox tengely kozotti hegyesszog.

Ekkor az albbi sorbafejtésbol

3
(94

sina=a —— +...
3
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Kovetkezik, hogy sinax a. A

2
o

1—cosa:25in2g:—
2 2

egyenldsegbdl pedig cosa=1. Figyelembe véve, hogy

tga—sina=(1-cosa)tga =0

2
sinaztga:%, tgza:(@j =0.

X ox
Tehat
2
; ou
UMM, =|.1+| — | dx=x, —x,,
1My I (ﬁxj 27X
X
4 uct,x)
) ??x,t}
M, My  Tix,)
arxt) i ‘.\P.k
o= 2 A s e g
X, X Xy
Tey -
Y Irx,t)
2. abra

vagyis a hur hossza a rezgés soran nem valtozik. A 2) és 3) feltétel szerint a T
feszililtség nem fligg a 7id6t6l. Bebizonyitjuk, hogy fesziiltség az x-t6l sem

figg.

Legyen ja (x,¢) az Ou iranyl, a hir mentén egyenletesen eloszlo kiilsé
er6 és 1 (x,t) a tehetetlenségi erd.

Vizsgaljuk meg a har (xl,xz)egy szakaszat. A D’Alambert-elv szerint a
har (x,,x,) szakaszara hato eréknek a megfeleld tengelyre esé vetiileteinek
Osszege nulla. Tehat

M, =Tp,. [ =0, TIp,, F(x, ) =~T(x; Yeosa(xy 1) = =T(x,),

p,, F(x,) = T(x,)cos a(xy.t) = T(x, ).

Vagyis
T(x,)=T(x)=0 = T(x,)=T(x,).
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Mivelaz  x; és x, pontok kivalasztisa tetszOleges, az utdbbi
egyenléségbdl T (x) =T = const.
Hogy meghatirozhassuk a hur rezgéseit leird egyenletet, irjuk fel az

(x,,x,) szakaszra hato erdk Ou tengelyre esd vetiiletét:
X Xy ﬁZu
[Fx.pyax = | p(x)ﬁdx ~Tsina(x, )+ Tsina(x,) =0,
X X

ahol p(x) — a har linedaris stirtisége. Mivel

ol _ou
ox|¥% Ox

T'|sin a(x,) —sina(x, )]: T{

Y2 0%u
=T |—dx,
X=X ﬁ

ekkor

fo( f) Tu Ol

x,t) — x=0.
Por " ar

X

Mivel az integralas x, €és x, hatarainak megvalasztasa tetszéleges

u_ 2T ey (1.1)
—=a"—+ f(t,x), .
ot? ox’

F(t,x)

ahol aZ:;; f(t,x)= — a kiilsd erd intenzitasa (az erdnek egységnyi

hosszusagra eso része).

Amennyiben a hiir egynem, azaz a p allando, akkor a* = const .

Az (1.1) egyenlet a har rezgésének egyenlete.

Amennyiben a kiilsd erd nincs jelen (}\7) (t,x)=0), akkor megkapjuk a har
szabad rezgéseinek egyenletét.

u, =a’u_,. (1.1a )

3. abra
1. megjegyzés. Ha a hur MM, szakasza ugy helyezkedik el, ahogy a 3.4bran

lathatjuk, akkor ﬁ és f; Ou iranyba es0 vetiiletel.

au

— T'(sing, +sinea,). de most — sina, =tg(180° —a,) = e
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e szerint

—T(sing, +sina,)=T au s _au |
Ox'" 72 Ox!"
2. megjegyzés. Amennyiben a kozegellendlldss nem elhanyagolhato,
hanem egyenesen aranyos a sebességgel, az egyenlet igy irhato fel:

u, =a’u, —hu, + f(x,t), h=const.

§ 2. Hullamfolyamatok két- és haromdimenzios kozegben

2.1. A membran rezgéseinek egyenlete.

Definicio. A membran egy szabadon lehajld, rugalmasan kifeszitett
vékony hartya. Tételezziik fel, hogy a membran nyugalmi allapotaban az
xOysik valamely D tartomdnyat foglalja el, ha pedig valamilyen modon

kitéritették egyenstlyi helyzetébdl, akkor rezgései sordn minden pontja az
xOy sikra merdlegesen mozog ( a membran transzverzalisan rezeg).

Jelolie u(t,x, y)a membran (x,y) pontjanak helyzetét a ¢ iddpontban,
F (x, y,t) pedig az egyenletesen eloszlo, egységnyi feliiletre esé kiilsé erdt,
vizsgaljuk meg a membran kis rezgeseit (u,u, ,u, négyzeteit illetve szorzatait
elhanyagoljuk) . Bizonyithat6, hogy a membran ilyen transzverzélis rezgéseit az

alabbi differencidlegyenlet irja le:

Foy.0 @2.1)

2
u,=a (u, +uyy)+

Ha a membran egynemil (o= const), akkor a =const.
Szabadrezgések (F'(x,y,t)=0) esettben a membran rezgéseinek
egyenlete homogén
u, =a (u, + uy,)- (2.2)

1 . . Ve r b
A Qu=u, +u, - a—zuﬂ kifejezést Lorentz-operatornak nevezik.

A Lorentz-operatort alkalmazva a (2.2) egyenletet igy irhatjuk fel
Ou + Fx .0 =0.

a’p
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2.2.. A hidrodinamika egyenletei és a hanghullamok terjedése.

A hidrodinamikdban a folyadékot vagy gazt folytonos kozegnek tekintjiik. Ez
azt jelenti, hogy a folyadék vagy gaz tetszdleges térfogatelemét olyan nagynak
tekintjiik, amely nagyon nagyszamu molekulat tartalmaz. Amikor a folyadék
valamely elemének elmozduldsardl beszéliink, akkor ezalatt nem az egyes
molekulak mozgasat értjilk, hanem a teljes térfogatelem mozgasat, amit a
hidrodinamikaban pontszeriinek tekintiink.

Tegyiik fel, hogy az egynemii gaz (vagy folyadek) valamely tomege egy
szilard edénykében helyezkedik el, amely megadott mdédon mozog a térben.
Tételezziik fel tovabba, hogy a kezdeti idopontban a folyadék részecskéit oly
modon kényszeritették mozogasra, hogy barmely kovetkez6 idépontban a
folyadektomeg barmelyik pontja sebességének x, y, z irinyokba esd v ,v ,v,
vetiiletei a koordinatak valamely u(z,x, y,z) fliiggvényének a megfeleld
koordinatak szerinti parcialis derivaltjai, vagyis a folyadék u(z,x, y,z)
sebességpotenciallal rendelkez6 mozgésra van kényszeritve.

A hidrodinamikabo6l ismert a gaz (folyadék) akusztikai egyenlete:
Uy =a (U, +u,,+u.,), (2.3)
Ahol a’valamely, az adott gaz, vagy folyadék fizikai tulajdonsagaitél fiiggd
allando.
Megjegyezziik, hogy amennyiben ismeret a sebességpotencial, a folyadék

vagy gaz mozgasa teljesen meghatdrozott. A gdz mozgasat akkor tekintjlik
meghatarozottnak, ha barmely t id6pontban és barmely (x, y,z) pontban ismert a

sebességvektor, a p(x,y,z,t) stirliség és a p(x,y,z,t) nyomas. De

2 p—py _ 1
v =—gradu, 0 =— U, ,p=py+ Pt Loty »
Po a

ahol p, 1 p, —akezdeti slirliség és nyomas.

2.3 Feladatok a fényelmélet, elektromossag ¢és magnesség
témakorébol.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: c- fénysebesség, & - dielektromos
allando, A - elektromos vezetoképesség , 1 -magneses permeabilitas.

A Maxwell-Hertz elmélet értelmében az elektromos hullamok terjedését
az elektromos erd u(t,x,y,z) vektora jellemzi, amely a kovetkezd PDE-t elégiti
ki

c*(u,, + u,, tu,)=¢epu, +4rluu, . (2.4)
Bevezetve a kovetkezd jeloléseket gzaz, R

=—b, az egyenlet az alabbi

alakban irhato fel
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u, =a(u, + u,, +u,)+bu,. (2.4a)
Mivel a kornyezet, amelyben a a jelenség lejatszodik, az éter, ahol
e=1,u=1,1=0, a(2.3) egyenlethez jutunk.
Megjegyezziik, hogy a 4zAuu, mennyiséget, amely az elektromos erd

idobeli vesztesége, abszorbcionak nevezik.
Az (1.1), (2.1)-(2.4) egyenletek mindegyike hullamegyenlet. Bevezetve a
o* o o’
=t —t..+—,
ox;  Ox; ox;

Laplace-operatort a hullamegyenleteket igy irhatjuk fel:

A

u, (t,x)=a’Au(t,x) + f(t,x), x=(X,,Xy,...,X, ). (2.5)
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
t=at, x;, =x,, i=Ln. (2.6)

A (2.6) atalakitas nemszingularis, mivel

a, 0, ..,0

0,1,0,..0

# 0.
0, 0,...,0,1

Mivel u, =a’u__, ezért a (2.5) egyenlet igy irhat6 fel:
173

T2

u_(7,x) = Au(z,x) + iz]f’(r,x),
a

vagyis a hullamegyenlet hiperbolikus tipust.

A felsorolt példakbol kovetkezik, hogy a hiperbolikus egyenletek
hullamjelenségeket irnak le. Azonban nem minden hullamjelenség irhatd le
hiperbolikus egyenletekkel (példdul a palcak transzverzalis rezgési nem).

Mivel a parcidlis differencidlegyenleteknek daltalaban végtelen sok
megoldasa van, valamely konkrét hullamfolyamat eset¢ben a PDE-hez még
kiegészitd feltételeket kell csatolni, amelyeknek az ismeretlen fliggvény és
annak derivaltjai meg kell feleljenek, ily modon létrehozhatd a megfeleld
természeti jelenséget egyértelmiien leiré matematikai modell.
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III. FEJEZET

HULLAMFOLYAMATOK VEGTELEN KITERJEDESU
KOZEGEKBEN

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt tartomanyméretei jelentdsen meghaladjak
annak a tartomdnynak a méreteit, amelyben a vizsgalt jelenség végbemegy.
Ekkor azt mondjuk, hogy a jelenség egy végtelen kiterjedésii tartomanyban
megy végbe. Az ilyen szituacid példdja lehet, hogy egy elég hossza hur olyan
szakaszanak rovid ideig tart6 rezgéseit vizsgaljuk, amely elég tavol van a hur
végpontjaitol.

A hur végei ez esetben nyilvanvaldan semmilyen befolyassal nincsenek a
vizsgalt folyamatra.

A rezgés folyamata ebben az esetben a kiindulasi helyzettdl és a
kezddsebességtdl fiigg. Ilyen mdédon a kovetkezd matematikai feladathoz
jutottunk: hatarozzuk meg a

u, (1,%) = a*Au(t,x) + [ (t,x), (0.1)
egyenlet azon megoldasait a B = {(t,x)t >0,xek, } tartomanyban.
amelyek kielégitik

u(0,x)=¢(x), u, (0,x)=w(x), xe k£, (0.2)

Feltételeket, ahol f(z,x), (x), w(x) - adott fliggvények.

A (0.2) feltételeket kezdeti, vagy peremfeltételeknek, a (0.1), (0.2)
feladatot pedig Cauchy-féle feladatnak nevezziik.

Bebizonyitjuk, hogy a Cauchy-féle feladat a végtelen kiterjedésii
kozegben zajlé hullamfolyamat matematikai modellje. E cé€lbdl bizonyitjuk,

hogy
1) hogy a Cauchy-féle feladatnak van megolddsa és ez a megoldas

egyetlen,
2) ez a megoldas a kiinduléasi adatok (¢@(x), w(x)peremfeltételek ¢és a

(0.1) egyenlet f(z,x) jobb oldala) folytonos fiiggvénye, vagyis ha
u, (t,x), u,(t,x) az

u, (6,%)= a’Au, (t,x) + f,(t,x), (¢,x)€ B,

u;(0,x) = ¢, (x), u, (0,x) =y, (x), xeE,,

u, (t,x)=a’Au,(t,x) + f,(t,x), (t,x)€B,

MZ(Oax) = @2 (X), uzt (O,X) = ‘//2 (X), X EEn b
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egyenlet megoldasai, akkor Ve >0 1 ¢ >0,30 =0d(¢,t,) > 0valamint az
a=(a,,a,,.,a,)egeszértekll vektor, az

\Dk [401 (x) -, (x)] <05, |D* [t//1 (x) -y, (x)] <dxekE,,
k=(k ky,..k,), k, =0,a,, i=1,n,

\fl t,x)— f, (t,x)‘<5, (t,x)e B, :{(t,x)‘OStStl ,ern},

feltételekbdl kovetkezik , hogy a B, tartomanyban teljesiil az alabbi
egyenldtlenség:
‘ u, (£,x) —u,(¢,x) ‘<6‘, (t,x)e B, .
Definicié. Amennyiben a (0.1), (0.2) Cauchy-féle feladatnak egyetlen

megolddsa van a B tartomdnyban ¢és ez a megoldas folytonosan fiigg a
kiindulasi adatoktol, akkor a feladatot korrektiil kittizottnek nevezziik.

§1. A végtelen hur szabadrezgései. A karakterisztikak
modszere (a hullamok terjedésének modszere)

Vizsgaljuk meg a kovetkez6 feladatot: keressiik meg az
u (t,x)=a’u_(t,x), (1.1)

egyenlet azon megoldasait a B = {(t,x)‘t € (0,+00), x € (—oo,+oo)} tartomanyban
amelyek kielégitik az aldbbi kezdeti feltételeket
u(0,x) = @(x), u, (0,x) =y (x), x € (—00;+00), (1.2)
ahol @(x) —ismert C*(—oo,+0), ay(x) € C'(—w;+w) osztalya fliggvények.
Az (1.1), (1.2) feladat megoldasa celjabol hozzuk az (1.1) egyenletet
kanonikus alakra. Ekkor

dx? —a’dt* =0 < (dx —adt)(dx+ adt) =0,
azaz
dx —adt =0, dx + adt =0.
Az utobbi egyenletet integralva
C, =x—-at, C, =x+at.
Vezessiik be az 1) fliggetlen valtozokat a kovetkezoképpen
E=x+at,n=x-at,
u, =U:+U,,u, =U; +2U; +U
u, =al; —aU,,u, :angﬂ —2a2U§,7 +a2U,m.

(1.3)

nn?

Behelyettesitve az (1.1) egyenletbe, az egynevii tagok 6sszevonasa utan
Ug, =0. (1.4)
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Feltételezve, hogy a keresett megoldas létezik, az (1.1) egyenletbe
behelyettesitve azt azonossaghoz jutunk. Ez esetben az (1.4) kanonikus alak is
azonossagga valik. Az (1.4)-et £ szerint integralva

o(oUu) au _

e

ahol f(n) — tetszlleges fiiggvény. Az utdobbi 7 -re integralva
U(§,77)=If(77)d77+ﬁ(§)=ﬁ &)+ [, ().

Visszaalakitva a kezdeti fiiggetlen valtozokra az (1.3) alapjan
U(t,x)=f, (x+at)+ f, (x—at), (1.5)
ahol f, (&) 1 f, () —tetszOleges fliggvények.
Ha tehat az (1.1) egyenletnek létezik megoldasa, akkor az (1.5) alaku.
Masfeldl, ha az f, (x+at), f, (x —at) fuggvények derivaltjaikkal és

masodik derivaltjaikkal egyiitt folytonosak a vizsgalt tartomanyban, akkor ezek
1s megoldasai az (1.1) egyenletnek, az (1.5) képlet tehat az egyenlet altalanos
megoldasat fejezi ki.

A har szabadrezgései egyenletének altalanos megoldasat eldszor
D’ Alambert hatarozta meg 1747-ben.

Hatarozzuk meg az f, (x+at) és f, (x—at) fuggvényeket oly modon,
hogy az kielégitse az (1.5) feltételeket. Ekkor

{ u(0,%)= f; (x)+ fi (x) = ().
u, (0.x)=alf! (¥)- 13 (9)]=w(x),

A masodik egyenletet integralva

S )+ 1, () = (),

fi = f0) = [wz €,

ahol x, — tetszdleges pont, azaz

fiw=- j p(2)dz 4 p(3)+C.

0

1 1 ¢ 1
=— -— dz ——C.
fo (0 =2 0) =~ [w(2)dz =
Xo
Az (1.5)-be helyettesitve kapjuk meg a D’ Alambert-féle képlet 1748-ben

Euler altal meghatéarozott alakja.
u(t.x) = o(x—at)+e(x+at) N s
2 2a

x+at

j w(z)dz, (1.6)
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Bebizonyitjuk, hogy ha @(x) € C?(—0;+w), w(x) € C' (—o0;+00), akkor

az (1.6) D’ Alambert-féle képlet az 1.1), (2.2) Cauchy-féle feladat megoldas,
bizonyitva ezzel a feladat megoldasanak létezését.

u, = %[goé (x+at)- @, (x— at)]+ %[y/(x +at)+y(x— at)],
2
u, = %[go&f(x +at)+¢@,, (x— at)]+g[l//§ (x+at)—y,(x— at)],
u, = %[(o(x +at)+@,(x— at)]+ i[l//(x +at)-y(x— at)],

1 1
U, = E[¢§§(x rat)+ g, (x—at)|+ Z[l/lé(x +rat) -y, (x—at)]
Behelyettesitve a derivaltakat az (1.1) egyenletbe

14n EEazuxx’
Az (1.6) fiiggvényt az (1.2) kezdeti feltételekbe helyettesitve

u(0.0) = o) + 90+ [ ()i = (),

ar , , 1
1, (0,0 =10 = ' 0]+ Sl () +w(]=vp ),
vagyis az (1.6) az (1.1), (1.2) Cauchy-féle feladat megoldasa. Az (1.6)
eldallitasanak modjabol kovetkezik, hogy a megoldas egyetlen.

A Cauchy-féle feladat kezdeti feltételektol valo folytonos fiiggésének tétele.
Legyenek u, (¢,x) és u,(t,x) a Cauchy-féle feladat megoldasai
u, = azulxx Uy = aQuZM , >0, —o0<x <400,
uy (0,x) = @, (x), 1, (0,x) = @, (x), =00 <x <+,
u, (0.2) =y, (¥), 1 (0,3) =, ()
a 9, (x), ¢, (x) € C* (~o03420), y, (x), 5 (x) € C' (~o0;90). Ekkor V>0 és
t, >0,30>0,0=05(e,t, ), vagyis amikor ‘(p1 (x)— o, (x)‘ <0,

v, () =y, (0)| <6
és x € (—oos+o0), akkor teljesiil az ‘ul (t,x) — (t,x)‘ <& egyenlétlenség minden
— o0 < x <+oo, t <t .esetében

Bizonyitas. Az wu,(t,x)és u,(t,x)megoldasokra a D’Alambert-féle
képletet alkalmazva

0 (t.9)= s 6,0) = [ = at) = s (x = )]+ [ (x-+ ) -, x+ )]+

x+at

oo () -y

x—at
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Ekkor.
1
‘ul (t,x)—u, (t,x)‘ < E‘gol(x —at)—@,(x— at)‘ +

x+at

1 1
+o i an =gy an]+ - fly(2) =y o(2)dz <

x—at

1 1 x+at

Asilse L [odz<5(1+1).
22 2a

Ha o6=¢/(1+¢,), akkor az
‘ul(t,x) — uz(t,x)‘ <&

egyenltlenség minden — oo < x < +o0, £ < ¢,-re teljesiil. A tételt bizonyitottuk.

A gyakorlatban a kezdeti feltételeket mérésekkel hatirozzak meg, ezek
természetesen pontatlanok. A most bizonyitott tétel azt allitja, hogy a kezdeti
feltételek kis eltérései kis mértékben valtoztatjak meg a Cauchy-féle feladat
megoldasat.

A most bizonyitott tétel modot ad a Cauchy-féle feladat megoldasara
abban az esetben, ha a @(x)és w(x) fliggvények nem felelnek meg a

@ € C* (—o3+m), w(x) e C'(—oo;+00) kritériumoknak.
Hatarozzuk meg az (1.1), (1.2) Cauchy-féle feladat megoldéasat abban az
estben, ha a ¢(x) és w(x)figgvények csak valamely véges intervallumokon

kiilonboznek nullatél, folytonosak, ha xe(-wo;+0)és @(x)-nek léteznek az
elsérendli derivéltjai. Az ilyen fliggvények egyenletesen approximalhatok a
@, (x)és v, (x) differencialhaté fiiggvényekkel ugy, hogy

P, () __Zp(x), v, () —_Zp ().
ekdzben ¢ (x) e C*(—o0;+0), w, (x) € C' (—o03+0).
Ha a ¢, (x)és y,(x) fuggvényeket fogadjuk el a Cauchy-féle feladat

kezdeti feltételeként, akkor ezek egyértelmiien meghatdrozzak a u,(¢,x),
megoldast, amely D’Alambert-féle képlettel adhaté meg.

Meérjiik fel a megoldasok u, ., (z,x) —u, (z,x) killonbségét. Mivel a {gon (x)} €s
{% (x)} sorozatok egyenletes konvergensek, Ve>0 ¢és ¢ >0,3IN,Vn>N

olyan, hogy minden pozitiv k esetében teljesiilnek az alabbi egyenldtlenségek
g

&
00 () = P (V)| < ——, s () =1, (1)) <
1+1¢

1+1¢

Minden -w<x<+w-re. A bizonyitott tétel értelmében minden <4 1
X € (—o0;+00) -re teljesiilnek az

39



u,, . (6,x)—u,(t, x)‘<6

egyenlOtlenségek tetszoleges n> N ¢€s pozitiv egész k esetében. Ez azonban azt
jelenti, hogy a megoldasok {“n (t,x)} sorozata egyenletesen konvergal
valamelyu(z,x) figgvényhez ¢, >t és x e (—o;+x)esetében. Ez a fliggvényt az

(1.1), (1.2) Cauchy-féle faladat altalanositott megoldasanak nevezziik.
Ekkor

u(t,x)= lim nu, (t,x)= 1 lim[(pn(x —at)+ ¢, (x+ at)]+

x+at x+at
+ —1im I v ,(z2)dz = —[go(x at) + o(x + at) +— Il//(Z)dZ
a ng)oox at x—at

Nyilvanvalo, hogy ebben az esetben u(0,x)=@(x)u, (0,x)=w(x), és a
Cauchy-féle feladat altalanositott megoldasat a D’ Alambert-fele képletek adjak
meg.

Megjegyezziik, hogy a vizsgalt feladatot mas modszerrel is megoldhattuk
volna, amennyiben az altalanositott fiiggvényeket ([3], c¢. 315-334)
alkalmazzuk.

Ettol most eltekintiink. A kovetkezokben szamunkra nem az lesz a fontos,
hogy melyik megoldast allithatjuk el6 a D’ Alambert-féle képletekkel. A fontos
az a tény, hogy a kezdeti feltételek kis eltérései az eldallitott megoldasban is kis
eltéréseket okoznak.

A Cauchy-féle feladat megoldasanak fizikai interpretacioja.
Megadjuk a hur szabadrezgései egyenlete altalanos megolddsanak fizikai
értelmezését (4. 4abra). E célbol vizsgdljuk meg az (1.1) egyenlet
u = f,(x—ar)alaki megoldasat. Legyen x, egy tetszOleges pont. Tegylik fel,
hogy ebbdl a pontbol a =0 idépontban a sebességgel elindul egy megfigyeld
az Ox tengely pozitiv iranyaba. Ekkor a 7=¢ 1d6pontban az x, =x,+at,

pontban lesz. A megfigyeld altal az x, pontban a ¢ =¢, id6pontban mért kitérés
u=fy(x,—at)) = f,(x,)lesz.

ut

A megfigyeldnk tehat barmely tetszéleges idOpontban az aktualis tartozkodasi
helyén a har ugyanolyan £, (x,) mértékii kitérését fogja tapasztalni.
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Ez azt jelenti, hogy a hur kezdeti u(x,O): fz(x) profilja a sebességgel fog

mozogni az Ox tengely pozitiv iranydba, mintha egy alaktart6 szilard szerkezet
volna. Ezért az u = f,(x—at) megoldast pozitiv irdnyban haladé hulldmnak

nevezik.
Ezt a megoldast negativ irdnyba haladd hulldmnak nevezik. Ekkor a hur profilja
az Ox tengely negativ iranyaba halad a sebességgel.

Az (1.1) egyenlet (1.5) megoldasa tehat a pozitiv €s negativ iranyban
halad6 hullamok szuperpozicidja, ezért a megoldas ezen menetét idonként a
hullamok terjedésének modszereként emlitik.

Az (1.1) egyenlet levezetésében bevezettik az a=./T/p jelolést. De
ugyanakkor a a htiron haladé hullam sebessége. Ebbdl pedig az kovetkezik,
hogy a huron haladé hullam sebessége forditottan aranyos a sflirliseg
négyzetgyokével €s egyenesen aranyos a hur fesziiltsegének négyzetgyokevel.

Térjiink at az (1.6) D’Alambert-féle képlet értelmezésére. Kiilon
megvizsgaljuk azt az esetet, amikor a (¢(x)=0) kezdeti kitérések egyenldk
nullaval és amikor a (y(x) = 0) kezddsebességek egyenldk nullaval. Az altalanos
eset e két részeset szuperpozicidja.

1.1. A kitérési hullam terjedése (megpenditett hur)
Legyenek a kezddsebességek értekei

egyenlOk nullaval [ u(t,x)
. L
in  Via
-Jf -l - WAL J ’_
E.‘. [ é of % ¢ Je X
| ult,x)
t:.{{
% fa
uct *7/1/\
t=0 /-\Sk , _
= ﬁl -
45 rA g ) %r. X
h
huct,x)
t=£
Lk
— - - [
— 5 ; P 2t L 0 L 2 x
u(t, x)
t:}
_/\ fﬁ/\
20 ) o L 2L x
5. abra ,
6. abra
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Akkor az (1.6)-bol
qo(x—at);—(p(x+at)‘ (1.7)
A ¢(x) fiiggvény ismert, tehat meghatarozhatjuk a har helyzetét barmely

u(t,x)=

¢t 1dépontban

A fentiek értelmében az u(z,x)rezgések a Ego(x—at)pozmv s a

%go(x+at) negativ iranyt hullambdl allnak 0Ossze, amelyek asebességgel

megfelelden jobbra és balra haladnak és a #=0 iddpontban a hulldmprofilok
egybeesnek.
Tegyiik fel, hogy kezdetben csak a hur (—/,/) szakaszara es6é pontokban

tér el nullatol a kitérés, a fenti szakaszhoz nem tartozd pontokban pedig nulla.
Az elmondottak geometriai illusztracioja céljabdl fogadjuk el, hogy kezdetben a
huar alakja a kovetkezd volt

0 ha x < -/,

h[uﬂ ha —/<x <0,
u(0,x) = p(x) =

h[l——j haO < x </,

0 ha x> /.

A hur profiljat kiilonb6z6 idépontokban az 5.€s 6.4bra mutatja.
Lathatjuk, hogy ha a har xpontja az(-/,/) (x>1) intervallumt6l jobbra

helyezkedik el , akkor amennyiben t<x—_l, nyugalomban van (u(¢,x)=0),
a

: . , . x=1 .., , :
vagyis a pontot a hullam még nem érte el. A#, =—— i1d6pontban a hur x pontja
a

rezgésbe jon (a hullamfront eléri ezt a pontot).
Ahogy a hulldm elhagyja a vizsgalt pontot, vagyis a ¢, = xtl idépont utan ez a
a
pont megint nyugalmi 4allapotba keriil. Vagyis az x pont az
x—1 x+1/ e .
<t< = —l<x-at<l idointervallumban vesz részt a
a a
hulldmfolyamatban.

Hasonloképpen, amennyiben a vizsgdlt pont az (-1,1) (x<-I)
intervallumtol balra helyezkedik el, a -/ <x+ar <! iddintervallumban végez
rezgéseket.

Legyen 0< x </[. Akkor ezen a ponton egyidejiileg a pozitiv €s a negativ
hullam is athalad. A két hullam eliilsé frontja a pont eldtt helyezkedik el. A

negativ iranya hullam hatso frontja a £, =——, a pozitiv irdnyu hulldm hatso
a

42



frontja pedig a ¢, = Irx 1d6pontban halad at a ponton. Ha ¢ >¢,, akkor a hir e
a

pontja nyugalomban van, vagyis az Ox tengelyen helyezkedik el.

Hasonldképpen, a 0> x>—/-ban a rezgések a = I=x idépontban érnek véget,
a

amikor a negativ iranyban halad6 hullam hatso frontja itt elhalad.

Megallapithatjuk, hogy miutan az adott ponton mindkét hullam athalad, a
pont nyugalomba kertil.

A leirt folyamat jol szemléltethetdvé lesz, ha bevezetjiik az xOr fazis*sik
fogalmat (7. abra). Az M (x,t)fézissik minden pontja megfelel a hiur x
pontjanak a ¢ idépontban (#>0). A (¢ =0) esetben a hir pontjainak kezdeti
elhelyezkedését kapjuk. A t egyenes ¢ =¢, pontja a hur helyzetét mutatja a egy
adott id6pontban, az x egyenes x=x,pontja pedig a hur adott pontjanak

helyzetét barmely 1dOpontban.
Szerkessziik meg a fazissikban a x —at =%/, x + at =+l

karakterisztikakat # > 0 esetben. Ekkor a > 0 félsik hat zonara bomlik. Rezgés
csak azokban a pontokban és csak azokban az idépontokban torténik, amelyek
az 1, II, III zonakhoz tartoznak. A II zonaban csak a pozitiv irdnya hullam, a II1
zonaban csak a negativ irdnyu hullam, az I zondban pedig mindkét hullam hat.
A IV és V zondkban még nem tortént rezgés, mivel ezeket még nem érte el a
megfeleld hullamok eliilsd frontjai, a VI zondban pedig azért nincs rezgés, mert
azt a hullamok hatsé frontjai mar elhagytak.

e Fazisa (a gorog @aots -megjelenés)- a rezgd test allapotat valamely idépontban

jellemzdé mennyiség.

Rogzitve a hir tetszleges x, pontjat és felfelé emelkedve az x = x, egyenes
mentén konnyedén felirhatjuk a u(x,,?) fliggvényt barmely ¢ idopontban.

Xy — l y e , o . J4 14
Legyen x, >1. Akkor, ha 0<¢<=%—, a fazissik pontjai a IV zonahoz
a
tartoznak és u(x,,?) =0.
x,—! x+1/ L, : e ,

Ha <t< , akkor a pont a II zoénahoz tartozik (a pozitiv iranyl hulldm

a a
zOnaja)

1
u(xy,t) = 5(0(% —at).
A Ega(xo +at)osszetevd nulla, mivel x,+at>[, és x>lesetében

P(x)=0.

Végiil ha ¢ > 20 hal

,apont a VI zondhoz tartozik és u(x,,t) = 0.
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Konnyen ellendrizhetjiik, hogy amennyiben x, € (0,/), akkor
o(x, —at)+ @(x, +at)

ha0<t<l_—x‘,

2 a
1 [—x [+x
u(x;,t) =1 —@(x,—at) ha L<t< L
2 a a
[+x
0 ha t> L.
a
|
! |
“fek-atel .
} At+acl %K—abi
l x+atsL
L :
|
X L x, xr
7. dbra 8. abra

Erthetd, hogy amikor az egyik idépontb6l a masikba megyiink 4at, a
u(x,t) fliggvény folytonos marad.

Hasonldképpen allithatjuk elé az u(x,?)fliggvényt egy megadott t

idépontban. Ha ¢ <1/a, a fazissik pontja balro6l jobbra haladva a V, III, I, I1 1 IV
zonakon halad at, ha pedig ¢ >1/a, akkor az I zona helyett a VI-en.

Az elso esetben (¢, <!/a)

0 ha —o<x<-aty—I,

%(p(eratO) ha —aty—1<x<at,—1,
1
u(x,t,) = 5[(0(x+at0)+(p(x—at0)] ha aty—1<x<I[l-at,,

1
Ego(x—ato) ha | —at, <x<Il+at,,

0 ha x2l+at,.
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Hasonloképpen irhatjuk fel a u(x,#, ) 7, >1/a esetben is.

A fenti gondolatmenet kovetve irhatjuk fel a u(x,r) fliggvényt abban az
esetben, ha a ¢(x)kezdeti kitérések az 5. abranak megfeleléen vannak
megadva.

Mivel ha az x+atés x—atargumentumok 4atmennek a nullan, a
fiiggvények megvaltoztatjak az eldjeliiket, hizzuk meg a fazissikon az x+ar=0
egyeneseket.

A 88. 4brarol lathatjuk, hogy a har (o,%l], Gz,zj, (1,+0) intervallumokhoz

tartozo pontjai kiilonb6zOképpen jarjdk be a zondkat (a ¢(x)fiiggvény paros,
ezért csak x pozitiv értékeit vizsgaljuk.

Ekkor, ha a) xe (O,%lj

h(l—?j ha 0<r<X,

a
[—x

h(1—“7tj ha T<r<t™X
u(x,t) = 4 “

h x—at [—x [+x
—| 1+ ha <t<
2 / a a

b

X
<t <40

h(l—fj ha 0<t<'=%
/ a
g(l_x—lat) h _x<t<£,
u(x,t) = 4 4
h x—at X I+x
—| 1+ ha —<t< ,
2 / a a
0 ha t>l+x;
a
B) x>/
0 ha 0<r<>"%,
a
g[l_xlatj h x—l<t<_’
u(x,t) = i ¢ ¢
_[1 x—az‘j h x ; l+x’
2 a a
0 ha > %
a

45



Ha egy adott idéponthoz tartozo hullamforméra vagyunk kivancsiak, akkor
az u(t,x)fliggvényt (Ozij (L i) (i,+ooj (x>0) 1ddintervallumokban kell
a

a 2a’ a
meghatarozni.

a) te(0,//2a)

h(l—ath ha 0<x<at,
X
h(1—7j ha at<x<l-at,

ﬁ Ll_x—atj hal—at<x<l+at,
2 [

0 ha x>/+at

u(t,x)=

b) te(L,lj
2a a
h(l—ath ha 0<x<I—at,

ﬁ(l+x—latj ha [—at<x<at,

u(t,x)=42
ﬁ(l_x—atj ha at<x<l+at,
2 /
0 ha x>/+at;

c)t>l/a

0 ha O0<x<at-|I,
ﬁ 1+x—at ha at—-Il<x<at,
2 [

u(t,x) =
g(l—x_latj ha at<x<l+at,

0 ha x>[+at.

Az u(t,x) fliggvény minden esetbe folytonos.

Megjegyezziik, hogy a har grafikusan €s analitikusan eldallitott profiljai
megegyeznek egymadssal.

1.2. Az impulzushullim terjedése (a megiitott har). Legyenek e hur

pontjainak kezdeti kitérései nullaval egyenlék. Ebben az esetben azt mond;jak,
hogy a hirban impulzushullam terjed. Ha az (1.6)-ban ¢(x) =0, akkor
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u(t,x)= %x]a;//(z)dz =®(x + at) — O(x —at), (1.8)

x—at
1 X
ahol D(x) = —— [y (2)dz.
2a

Lathatjuk, hogy a megoldds most is az pozitiv irdnya ®(x—at) és a
negativ irdnyu ®(x + at) hullamokbdl tevddik dssze. A kezdeti idépontban
u(0,x)=®(x+a-0)—d(x—a-0)=0.
A hulldmfolyamat grafikus dbrazolas céljabol tegyiik fel, hogy
0 ha —wo<x<-,
v(x)=4v, ha —l<x<l,
0 ha x>1

A ®(x) akovetkezd értékeket veszi fel

1 % Vo X
D(x)=—|vdx =22, -] <x<l,
() 2a;[ 0 2a

1 vl
D(x)=— |vodx=-2, x>1,
) 2a£ 0 2a

17 vyl
D(x)=— |vodx=—2, x<—I.
) 2a£ 0 2a

[ : : :
Bevezetve a =0 abrazoljuk a har profiljat kiilonb6z6 idépontokban
a

(9. 4bra).
Tartozzon a hur pontja a (-/,/) intervallumhoz, azaz legyen x>/. A t=0
kezdeti idOpontban az (x — at, x + at) integralasi intervallum az x pontté fajul el,

majd pedig a sebességgel terjed. Ha ¢ < x=! , akkor nincs k6z0s pontja a (— [, )
a
intervallummal, az (1.8) képlet szerint u(x,¢) =0, vagyis az x pont

! id6ponttol kezdve az (x — at, x + at)

nyugalomban van. A ¢ =
a
folyamatosan racstszik az (-/,/) -re, ahol a y(x) eltér a nullatdl (v =v,),és az x
+1/ : : :
pont rezgésbe jon. Ha ¢ > x—, a (x —at, x + at) intervallum teljesen lefedi a
a
(—1,1) -t és az integralas (x — at, x + at) intervalluma (-/,7) lesz, mivel ezen kiviil

!
w(x)=0. Ekkor, ha ¢ > x_+l’ u(x,t)= 2L Il//(x)dx = lv_o Hasonloképpen
a a’ a

jarhatunk el, ha a pont az (-/,/) -t6l balra talalhato,
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Bugannsa ckJiaB
ap. lInenuk Ouexkcanap OrroBuY,
aoueHT Kadeapu GisMku Ta MAaTEMATHUKH
TYMAHITAPHO-NIPHUPOAHUYOTO PAKYJIBTETY 3 YTOPCbKOI MOBOIO
BUKJIAJaHHA paxoBux qucuuiuiin Y:xxkHY
JJIS CTY/IEHTIB BUIIUX YY00BHX 3aKJIAIIB

PoGoua mporpama ckJjiajieHa Ha MiJICTaBl Mporpam JUCHUILTIH
“Metoau MaTeMaTndHoi 13Uk’ Ta JlepkaBHOI mporpaMu
YHIBEPCHUTETIB.

PoGoua mporpama 3 kypcy “MeTtoan maTemMaTu4dHO1 Hi3UKH”
0o0roBopeHa Ha 3acilanHi Kadeapu TeOpeTUUHOI Pi3UKU



Meta kypcy «METOJAU MATEMATHYHOI ®I3UKHW»

Meta kypcy «METOAU MATEMATUYHOI ®I3UKUW» € noxsiiiHoro. 3 01HOro
OOKy Kypc € TMiArOTOBYMM JUJIS HACTYNMHHX 3arajlbHUX KypcCiB, TaKuUX 5K
«Enextponunamikay, «KBantoBa mexanika», «CraTuctTuuHa — (Qizukay, Ta
TEOPETHUYHUX CHEUKYPCiB Ha pi3HUX Kadempax. ToMmy Bci TeMH, Taki K pi3HI BUIU
PIBHSIHb B YACTUHHUX MOXIJHUX, crienianbHl ¢yHkuii ( yHkuii beccens, YeOumiena-
Epwmirta, Jlexxanapa, Jlareppa) BUKIIaalOThCS CaMe 3 ITUX MO3UIIH.

3 npyroro 00Ky, JaHUW KypC € MOJITOHOM JJISl TOTO, 100 PO3BUHYTH Y CTYACHTIB
HAaBUYKHU JI0 PI3HOTO POy MATEMAaTUYHUX MEPETBOPEHB 1 OMEparliid.

B kypci migkpecnmiorOThCS — TaKOX — 3arajbHO-TI3HAaBajdbHI  abCTpaKiiii.
Hampuknaa, migkpeciroeThes, M0 MPU OJIEPKAHHI PIBHAHb KOJWBAaHHA CTPYHU
pOOISATECS Pi3HI NPUITYIICHHS , SKI OOMEXYIOTh 3aCTOCOBHICTh IIOTO PiBHSHHSL.
Takoro poay miaxig poOUTh PIBHSIHHS TEIJIOMPOBOIHOCTI IIIe OUTbIII OOMEKEHUM.

BaxxnuBuMm eneMeHTOM y BHKJIAJaHHI KYpCYy € TIIKPECISHHS POl YKPaiHChKUX
BYCHHMX , IX BKJAJ y PO3BUTOK CIOPITHEHMX HayK. Tak, BCECBITHBO BIIOMHUI
Matematuk M.B. Octporpaacbkuil € ykpaiHUEM 3a IMOXOUKEHHSIM, HapOJIUBCA Y
KOJUIITHIA XapKIBChKiM TyOepHii, BUMBCSA y XapKIiBCbKOMY YHIBEPCUTET1 , JIUIIE
srogoMm nepeixaB y IlerepOypr. Jle 3akiHUMB CBOIO Kap*epy AMPEKTOPOM BHILOTO
HaBYAJIBHOTO 3aKyafy - [lemaroriyHoro iHCTUTYTY,

VY 3B”SI3Ky 3 PIBHSHHSM KOJHMBAHHS CTEP)KHS 3Taay€ThCsl y3aradbHEHHS Ha
KOJMBaHHS OaJIku, a BIATaK - Oomip maTepiamiB 1 Horo ciaBetHuit cneriamict -C.I1.
Tumomenko . Ilpu BuUKOpUCTaHHI Teopli JHIIKIB BUKOPUCTOBYETHCS (QopMyia
CoxoupKoro -BunyckHuka KuiBcbKOro yHiBepCUTETY .

HapuanbauMm 1utaHoM mepa0adeHO TMPOBEICHHS 2 KOHTPOJIBHUX POOIT.
3aBgaHHs Uil IUX pobiT OepyThes 3 mepeniky 3amaud ([Jus. Ilepenik 3aBmanp 10
MPAKTUYHUX 3aHATh ), aJle BOHM HAa MPAKTUYHUX 3AHSATTIX HE PO3B’ S3YBAINUCH, OTKE
MaroTh OpPUr1HAJIBHUI XapakTep.
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PO3ALT 1

KIACU®IKALIA JUO®EPEHHIAJIBHUX
PIBHSAHDb B YACTUHHUX HNOXIIHUX

§1. OcHOBHI NOHATTA TAa BU3HAYeHHA Teopil APYII

O3nauennsa. CriBBIAHOMIIEHHS  MDK  HE3QIEKHUMH  3MIHHUMU
X, ,Xy,...,X,, HEBIIOMOK0  (QyHKIi€rO  u(x,X,,...,X,)Ta il UYACTUHHUMHU

MOX1JHUMH HazuBaeThes JIPUII.
O3nayvenns. /[udepeHuiaibHe piBHIHHS HAa3UBAETHCS PIBHSAHHAM  N-TO

MOPSIJIKY, SIKIIO BOHO MICTUTh X04a O OJIHY YAaCTUHHY MOXiAHY N-TO MOPSAIKY i
HE MICTUTh OX1THUX OLJIbII BUCOKOTO TOPSIAKY.
VY 3araqbHOMY BUNAJKY PIBHSIHHS N-TO TOPSIKY Ma€ BUTIIA

F(xl,xz,...,xm,u,uxl,...,uxm,...,u )=0, (1.1)

xlal x;Z X
m
Zai =n (o ;—1UIl HEB1A €MHI YUCIIA)
i=1
n
_2"u(xy %50, X,,)

Al Ox Oxy?..OxC

Kopuctytouncs noznaueHusamu: o =(a, ,Q,,...,&,,) - LUIOUYNCIOBUI BEK-

u

TOp (MYJIBTHIHAEKC) 3 HEBIJL'EMHUMH KOOPIUHATAMU &, ,X = (X; , Xy ,..., X, ),
m
‘a‘ = Z @; , (IOBXXMHA MYJIbTUIH/EKCY)
i=l

a
o ‘u(xl 3 Xy yeees X,

Ox[" Ox3>..0x" ’
piBHsiHHS (1.1) MOXHa 3amucaTy y BUTIIAI
F(x,u,..D(x))=0
Osnauvenns. /JIPUIIl HazuBaeThCs MIHIMHUM, SKIIO BOHO JIIHINHE BITHOCHO

HeB110MOi QYHKIIIT 1 BCIX il YaCTUHHUX MOXI1THUX.
JliniitHe piBHAHHSA 2-TO MOPSJIKY Ma€ BUTJIS

iaij (x)ux_x + ibi (u_ +c(x)u=f(x). (1.2)
i X ) X

ij=1
Os3navenns. Sxmo y piBagaaai (1.2) f(x)=0, To 1e pIBHSIHHA

HA3UBAETHCS JIIHIMHUM OJTHOPITHUM. SIKIIO KOoe(illieHTH al.j,bl. ,C € CTaJIUMH , TO

D%u(x) =

piBHsIHHS (1.2) Ha3UBAETHCS JIHIMHUM PIBHSIHHSM 3 CTAIUMHU KOe]illiEHTaMU.



Osnavennsi. J[PUII nasuBaeThbcsd KBa3UNHIMHUM, SKII0O BOHO JIHIMHE
BiJTHOCHO TOX1JHIX HAWBHIIOTO TOPSJIKY.
3rifHO 3 BU3HAYCHHSM, KBa3UTiHIIHE AudepeHiiaabHe PIBHAHHSA 2-TO
TIOPSZIKY 3aMUCYETHCS Y BUTIISAI
m
Zaij(x,u,ux1 peees U )uxx :GD()c,u,ux1 peees U ).

i,j=1 "

ITpuxinangu. 3’scyBaTy, Ui € HaBeaeHl HUx4e piBHOCTI JAPYII, natu
IIOBHE 1X BU3HAYCHHS:
2 ) _
1. cos™(u,, +u,,)+sin(u, +u,)=1.

JlaHa piBHICTb € TOTOXHICTIO, BOHA He € J[PUII.
0
2., (60) 4 o)) = £ 0o,

JlaHa pIBHICTh € KBa3UIIHIMHMM pPIBHSHHSIM 3-TO TMOPSIKY BiJ JTBOX
HE3aJIC)KHUX 3MiHHUX.

3.yt () = 34 (%, ) = yu(, )

Hagpenena piBHICTh € JIHIWHUM OJHOPITHUM PIBHSHHSM 4-TO TOPSIAKY
B1JI IBOX HE3AJIE)KHUX 3MIHHHUX.

3
4-|:ux3y2(xay):| — Yu, =0.

Ocrtanns piBHicTh € HemiHiHUM JIPUIT 5-ro mopsiaky Bix JBOX
HE3aJIC)KHUX 3MiHHUX.

Osnauennsi. Becsika n pasiB HemepepBHO-audepeHIliioBHa B 00JacTi
3aganHd piBHsAHHA (1.1) dyHkmia ¢(x,,x,,...,X,,), sgKa, OyIy4ud MiJCTaBJIEHA B
JaHe PIBHSHHSA 3aMicTh HeBiAoMoi (QyHKIIT 1 11 YaCTMHHUX MOXIJTHUX,
NIEPETBOPIOE MOTO B TOTOXKHICTh 32 HE3AICKHUMH 3MIHHUMH, HA3UBAETHCS
peryJIsipHUM po3B’si3KoM piBHSHHS (1.1)

Hanami po3risimatuMeMo TIJIbKU PETYIISIPHI PO3B’SI3KH.

[Mpuknan. Posrnsinemo nudepeHiriaibHe piBHSIHHS

n

D (x55,)) =0.

=1 !
OcTtaHHs PIBHICTh BUKOHYETbC, KO #, =0,i =1,n, ToOTO © = const €

PO3B’SI3KOM J1aHOTO PIBHSHHSI.
Jlerko OauuTH, IO CcyMa JOBUIBHUX JBa pa3u HemepepBHO-IUdepeH-

ioBHUX (yHKUIA @,(x+))1 @,(x—y) € po3B’sI3KOM JU(EPEHIIATBHOTO
piBHSHHS U, (X, ) —u,,(x,y)=0.

n
OueBnaHo, piBHAHHS Y (1 )*+1=0 po3B’s3Ky He Mae.
X;

i=1 !



Sk BUIUIMBaE 13 HaBEACHMX NPUKIAIIB, AUQEpeHIianbHl PIBHIHHSI
MOXKyTh MAaTH HECKIHUEHHY MHOXXHHY PO3B’s3KiB. Tomy, Konu (pizuuHa 3amaya
3BoauThes 1o JIPUIl, misi omHO3HAYHOTO OMHCAHHS PO3TIISIAYBAHOTO MPOLECY
HEOOX1JTHO 1O PIBHSIHHS MPUETHATH JI€AK1 TOJATKOBI YMOBH, K1 BUIUIMBAIOTH 3
NIOCTAHOBKH 3aJ1ayi.

§ 2. Kunacudikanis APYII 2-ro nopsiaky
BiJI IBOX He3aJIeKHUX 3MIHHHUX

Posrnsnemo kBazuminiitne JIPUIl 2-ro mopsaky Bijg JBOX HE3aJekKHUX
3MIHHUX

ay (X, )y, + 200, (6, V)i, + ayy (X, Y)uy, = f(X, Y u,u,,u,,). (2.1

Yci qudepeniianbi piBHIHHS BUNISIAY (2.1) MOKYTh OyTH pO3/iICH] HaA
TPU OCHOBHI TUTU. B KOXHOMY 13 HHX 3a JOTOMOTOI0 3aMiHHM HE3aJICKHUX
3MIHHUX (x, y) piBHsHHS (2.1) 3BOAMTBCS A0 HAMOPOCTIIIOTO-KaHOHIYHOIO

BUIIIsiy. ToMy TOpW BHUBYEHHI DIBHSHb 3 JIBOMAa HE3aJNEKHUMHU 3MIHHUMH
00OMEKMMOCS HaZal JOCIIJKEHHSM iX KaHOHIYHUX (POopM.

Hns 3BeneHHs piBHAHHS (2.1) 70 TPOCTIMIOrO BUIJISAY BBEIEMO HOBI
He3aJeXH1 3MIHHI:

5= o(x,y), 1=y (%, y), (2.2)
e @o(x,y),w(x,y) € HenepepBHUMHU (QYHKIISIMUA pa3oM 3 YaCTUHHUMH

MOX1THUMU JI0 2-TO MOPSAIKY BKIIOUHO, a

D) _[Px Py |
D(x.y) . v,

OdeBuaHO, MO TOJI MiJCTaHOBKA (2.2) 3M1HCHIOE B3a€EMHO OJHO3HAYHY
BIIMOBIAHICT, MDK ToukamMu (x,y) 1 (&,7) BiANMOBIAHUX oOjacTei, ToOTO 13

(2.2) x Ta y BH3HAYAIOTHCA SIK OJIHO3HAYHI (PYHKIIT HE3AJIEKHUX 3MIHHUX & 1
1 x=x(5,1),y = y(&,7).
Bunukae nuranns, sk BuOpatu ¢yHkuii ¢(x,y), w(x,y), uob piBHIHHS

(2.1) 3Benock 1m0 OinbII pocToro Burisay? Jis toro, mo6 1aTtu BiANIOBIAL Ha
MIOCTABJICHE MUTAHHS, BBOJUMO HOBI He3aJIe)KH1 3MiHHI (2.2) B piBHsSHHSA (2.1).

Maemo
u(x(&,m),y(&,m)=U(&,n),
ux = Ux (¢(X’ y): ',V(X, y)) = ¢xU§ + l//xUn:
u,= ¢yU§ T WyUﬂ’

Uy = ¢§U§§ + 2¢xl//xU§77 + lr//)?Um] + wxxucf + WxxUnﬂ (23)



— 2 2
Uy, = %Uéé + 2(0yl//yU,7§ + ‘//yUrm + (DyyUé + l//yyUn’

uxy = ¢x¢yU§§ + (q)ny + ¢yl//x )U(fq + WnyU7777 + (0ny§ + l//nyn'
[TincTaBnstoun 3HaiAeHi moximHi (2.3) B (2.1), ogepxxyemo

o Uee + 20U, + aU,, =F(&,nU,U.,Un), (2.4)
), =a,p; + 2a,,0.0, + azz(ﬂia
alZ = al I(Dxl//x + a12(¢xl//y + (Dyl//x) + aZZ(Dyl//y’ (25)

2 2
Oy = any, +2apy W, + ayny,,.

Biaznauumo, 110 3a yMoBH JiHIHHOCTI (2.1) piBHsHHS (2.4) Takox OyJio 0
JTIHIAHUM.

Posransiuemo JIPYII 1-ro nopsaky

ayz; +2a,z,z, + ayz. =0. (2.6)

Hexait z = @(x,y) — neskuil YaCTUHHUI PO3B’A30K UBOTO piBHAHHI. Toi,

noxyasmy & = @(x,y), ogepxkumo 13 (2.5), mo «a;, =0.

Takum unMHOM, 337ada PO BUOIP HOBUX HE3AIEKHHUX 3MIHHHMX 3BOIUTHCS [0
iHTerpyBaHHs piBHAHHA (2.6).

Hamanmi Oynmemo BBaxaTw, Mmoo KoedimieHTH piBHSHHSI (2.1) €
HenepepBHUMU (DYHKIISIMU Pa3oM 3 YaCTUHHUMHM MOXITHUMHU J0 2-TO MOPSAKY
BKJIIOYHO B PO3MJIsiAYBaHIi 00J1acTi 1 HE MEPETBOPIOIOTHCS OJTHOYACHO B HYIIb.

Toni, sxmo a;, # 0, piBHsAHHA (2.6) MOXHa IOAATH y BUIJIAAIL
a0o0, SAKIO a,, # 0,
2
KosxHe 13 HaBeleHUX PIBHAHD PO3MAIa€ThCS HA B!
az, +(a;, + \/K)Zy =0,

2.7)
az, +(a, - \/K)Zy =0,

abo
apz, + (a, + \/X)zx =0,

anz, +(a; ~JA)z, =0.
Takum 4uHOM, PO3B’A3KH KOXKHOTO 13 piBHiIHB (2.7) abo (2.7a) OyayTh
pO3B’s3KaMu piBHIHHS (2.6).

st iHTerpyBaHHs piBHSHB (2.7) abo (2.7a) ckiiagaeMo BIAMOBIIHY M
CUCTEMY 3BUYANHUX NU(PEPEHINIAIBHUX PIBHIHD

(2.7a)



dx dy dx dy

ap a12+\/z , a_n_alz_\/z’
abo
dy dx dy dx

= o - b
Ay ap+tVAay  ap—VA
3BIJIKH OJIEPKYEMO

a,,dy —(ay, +~/A)dx =0, a,,dy —(a, —/A)dx =0, (2.8a)
abo
ayydx —(ay, +NA)dy =0, aydx—(ay, —~A)dy =0. (2.86)
PiBusnus (2.80) a6o (2.8a) MoxkHA 3amucaTH y BUTJISAA1 OJTHOTO PIBHSIHHS
a,,dv* —2ay,dxdy + a,,dx* =0, (2.8)

SIKE Ha3MBAEThCS XapaKTEPUCTUIHUM IJis piBHSHHS (2.1).
I3 kypcy 3BuYaitHuX nudepeHiaTbHUX PiBHSAHD B1IOMO, 110 SKIIO
¢ = @(x,y) € 3araJIbHUM 1HTETPaJIOM OJHOTO 13 AU(EpeHIIAIbHUX PIBHSHB (2.8a)

a6o (2.80) (ToOto nmeskuM 3arajdbHUM 1HTErpamom (2.8)), To z=@(x,y) €

PO3B’sI3KOM piBHSAHHA (2.6), 1 HaBnaku. B cuily HakilaqeHux Ha a,;,d,,,d,, YMOB
koedimienTu piBHAHb (2.8a) abo (2.80) MarOTh HENMEpepBHI MOXiAHI 10 2-TO
MOPSIAKY BKJIIOYHO, a OTXKE, ICHYIOTh 3arajibHi 1HTerpaiu piBHSHHSA (2.8),
HEeNepepBHi pa3oM 3 MOXIJHUMU A0 2-T0 HOPSIKY BKIIFOUHO.

O3navenHsi. Po3B’s13ku piBHAHHS (2.8) HA3MBAIOTHCS XapaKTEPUCTUKAMH.

B 3alexHOCTi Bij 3HAKy MWCKPUMIHAHTY A=a), —ad,,d,, BBOIATH
HACTYNHY Kiacuikaiiro AudepeHiaibHuX piBHAHb (2.1):
1) piBasiHHS (2.1) B oOnacTi D Ha3UBA€TbCs PIBHSIHHSAM T1epOOIiYHOTO
TUITY, SKIIO 1IpH (x,y)e D A>0;
2) piBusiHHs  (2.1) B D Ha3uBaeThCcs PIBHAHHAM NapaloJiyHOTO THITY,
skuo npu (x,y)e D A=0;
3) piBusuaHs (2.1) pu (x,y) € D Ha3UBAETHCA PIBHSIHHAM EIINTHYHOTO
TUMYy, Ko A< 0.
I3 (2.8) BuIUIMBaE, 10 y BUMAJAKY PIBHSIHB TINEPOOTIYHOTO TUITY MAEMO
IIB1
JIHCHI Pi3HI CIM’1 XapaKTePUCTUK, apadOJIIuHOTO THUIYy — OJHY AIHCHY CIM IO
XapaKTEPUCTHK, SIIMTUYHOTO — JIB1 KOMIUIEKCHO CTIPSKEHI CIM 1.

besnocepeHboI0 MiJICTAHOBKOIO JIETKO MEPEKOHATUCH B CIPABEIJIUBOCTI
PIBHOCTI

0‘122 00y = (a122 - all%z){%jzﬂ . (2.9)

10



Die.n)
D(x,y)
NEPETBOPEHHI HE3AJIE)KHUX 3MIHHUX (2.2).

Bim3dHaunmo, mo oOfHE 1 T€ X PIBHSAHHS B PI3HUX O00JIACTAX MOXKE
HaJIEXKaTH PI3HUM TUIIaM.

Axio #0, To 13 (2.9) BUIUIMBAE 1HBAPIAHTHICTh THUIY PIBHSIHHS TMPHU

IIpuxmnan Maemo u, +xu, —3yu=0:

a) mpu x >0, A= —x <0 piBHAHHS HaJEKUTh A0 EINTUYHOTO TUITY;
0) sxuto x =0, A= 0, piBHSIHHS € TapabOIIYHOTO TUITY;

B) pu x <0, A> 0 MaeMo piBHAHHSA TiIePOOTIYHOTO THITY.

§3. 3Benenns 10 kaHoHiYHOTO BUrasaay JAPYIl
2-ro MOPSIAKY BiJl IBOX HE3aJI€KHUX 3MiHHMX

3.1. PiBHsiHHs  rimep0oJiiyHOro THmMy. Y  BHNAJIKY pIBHSHb

rinepbomiuHoro THMy A=a), —a,,a,, >0 B posrmamyBamiii o6macTi i
XapakTepucTuuHe piBHSAHHA (2.8) mMae 1Bi AifcHI pi3HI CIM’T XapaKTepUCTUK
G =(x,),C, =y(x, ).
D(py)
D(x,y)
3aranbHi iHTerpamn C, = @(x,y),C, =w(x,y) € po3B’sa3kaMu piBHAHBG (2.8a) abo
(2.86), ToOTO

ITokaxkeMO, IO BOHM € HE3aJIICKHUMHU, TOOTO # 0. JlificHo,

P __ Gt Ay, _alz_\/Z

?, ap v, ay
abo
&:_an +VA Y, __ap —\/Z
Py Ay , Vs ay
3rimHo 3 ymoBowo A> (), a 3HAUUTH,
OV e PV
», Y, P Yy
I3 ocTaHHIX HEPIBHOCTEH MAEMO
P, @
ow, -y, = |#0,
VeV,

110 1 ToTpiOHO OyJ0 MOKa3aTH.
[Toxmanemo

S=p(x, ), n=y(x,y). (3.1)

11



Toni ¢, =01 a,, =0, a piBHAHHA (2.4) 3a0UILETHCS Y BUTTIAAL

Flenu.U,.U,)

Ug,(S,m) =— » : (3.2)

PiBusanns (3.2) € nepiioro KaHOHIYHOK (POPMOIO PIBHSHB TIEpOOTIYHOTO
THUITY.

3ayBaxxumo, 110, KO a;,(X,))=a,(x,y)=0,T0 piBHAHHS (2.1) yxe Mae

Burysig (3.2).
BreneMo HOBI He3asexH1 3MiHHI 3a (hOpMyJIaMu

a=g+n, f=5-1. (3.3)

Maemo
a: a, _‘1 1

ﬁ§ﬂ7 1 -1

a OT)Ke, MICJIs BBEACHHS HOBUX 3MIHHUX (@, /) TUN PIBHSIHHS HE 3MIHUTbHCA.

‘:—27&0,

IloxnaBmm

Jlicranemo:
Ug ZVa +Vﬂ, U’] IVa _Vﬂ, Ué:n :Vaa _Vﬁﬂ.
[TincTaBuBIIM 3HAMACH] MOX1HI B piBHAHHS (3.2), OJIEp>KHUMO
Vaa = Ve =P, B,V,V,,Vp). (3.4)
Ile — npyra kaHoHiuHa ¢hopMa piBHIHB T1EPOOIIYHOTO TUITY.

I pu xaaxa /[atTy moOBHE BU3HAYCHHSA, BKa3aTH THUI Ta 3BECTH 10
kaHoHigyHOTO BUTIsIMy JIPUIT

Uy — Yy, +u(x,y)=0, y>0. (3.5)
PiBastaus (3.5) e ninitinum ogHopimauMm JIPYIT 2-ro mopsiaky 3 mBoma
HE3IC)KHUMHU  3MIHHUMHU. i1 BHU3HAY€HHS WOro THUIY  CKJIAJa€EMO
JTUCKPUMIHAHT

12



Puc.1

— 42 —
Otxe, (3.5 € pIBHAHHIM TrinepOOMIYHOrO THUMy. I3  BIAMOBIAHOTO
XapaKTEPUCTUYHOTO PIBHAHHS

(dy)’ — y(dx)* =0
3HAXOJIMMO JIB1 IIMCHI Pi3HI CiM’1 XapakTepucTuk (puc.l):

C, =x-2y,C, =x+2/y.
XapakTepuCTUKAMH € TpaBl 1 JIiB1 BITKU CiM’1 mapabon y = %(x - C)~.

Beprman mapabon, ski jgekarh Ha oci Ox, HE HallekaTh XapaKTEPUCTHKAM
(y>0).
BBoauMo 3aMiHy He3alIeKHUX 3MIHHUX

§=x—2\/;, 77=x+2\/;,

Tomi
1
u =U,+U,, u, =$(U,7 ~U ) u, =U, +2U, +U,,.
1 1
Uyy :;(Uéf —2Ug, +U7777)_2J}W(U77 _Ué)

[TincTaBuBIIM 3HAMACH] MOX1AHI B piBHSAHHSA (3.5), O1epKUMO

0,5
n—¢

U

v.-u,)-0.2s0.

én =

3Beaemo piBHSAHHA (3.5) 10 Ipyroi KaHOHIYHOI (POPMU B PO3TIISATyBaHIN
obmnacTi. J{Jist 1bor0 BUKOpPUCTAEMO MiACTAaHOBKY (3.3). MaTumemo
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1
Voa ~ Vg = —Evﬂ —0,25v.
3.2. PiBHssHHSA nmapa0oJiyHoro Tumy. /(s piBHSIHb MapabOIIYHOTO TUITY
2 . . . . .
A=aj, —a;,a,, =0 1 BIANOBIIHE XapaKTEpPUCTUYHE PIBHAHHA (2.8) Mae OAuH
3aranpHui iHTerpan C, = @(x,y). Iloknanemo B IbOMy BUNAIKY

&= o(x, ), n=n(x, ),
ne n(x,y) — JIOBUIbHA JIBa pa3u HemepepBHO nudepeHIiioBHa (QyHKIIIS,

He3alexHa BiJ ¢(x, y).

OCKINBbKH a;, =4/a;;4/ @y, TO

) =ayp; + 20,09, +ay, ¢§ - ( a4 Px T a22¢y)z =0.
Ane Tonai
Q= apPl] a12(¢x77y O, )+ nPylly =

:(1@2043- aaz%)( a7, +\/g77y):0’
=0

OTXe, PIBHSHHS (2.4) 3aNUIMIETHCS y BUTIIAI
F\¢&nUU.,U
Uy (&01) = | V)
250)

PiBasinns (3.6) € kaHOHIYHOIO (DOPMOTO PIBHSHB MAPaAOOIIIHOTO THITY.
ITp u k 1 a a. BusHauuTy THN Ta 3BeCTH 70 KaHOHIYHOTO BUrsiay JIPUII

Uy, —2u,, +u,, +3u, =0. (3.7)
Maemo A=1-1=0, omxe, piBHsHHA (3.7) — mapaboiiyHoro Tumy. I3
BIJIMTOBITHOTO XapaKTEPUCTUYHOTO PIBHSHHS 3HAXOAUMO
dy+dx=0 = C, =x+y.
BBoauMo HOB1 HE3aJIE)KH] 3MIHHI:

(3.6)

S=x+y,n=y. (3.8)
OCKIJIBKH
S S
Ml=120,
n. 1,

To dyHKIii (3.8) He3aIexKHI:
ux=U§,uy=U§+U u :Ué:é:,

n> “xx

Uy, =Uge +2Ug, + U, uy, =Ug + U,
[TimcraBuBIIM 3HAMACHI MOXigHI Y piBHSAHHS (3.7) 1 3BIBIIM BIiIOBIIHI

YJICHU, OJICPKUMO KaHOHIYHY (Hopmy
U,,(&n+3U. =0.
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Bim3naunmo, mo sk piBHsHHA (3.7), Tak 1 HOro KaHOHiIYHa (opMma €
muitEIME  omHopigHumu  JIPUIT 31 cramumu koedimientamu. OcTaHHE
3ayBa)XCHHsI CIIPABEUIMBE 1 y 3arajlbHOMY BUIAJKY: SIKIIO BUXIAHE PIBHSHHSA €
JHIMHUM 31 CTAIUMH Koe(illieHTaMu, TO 1 HOoro KaHoHiYHa (opma Takox Oyje
niHidHuM JIPYII 31 cTanumu koedilieHTaMu.

3.3. PiBHAHHA eJINTHYHOrO0 THUIY. Y BHUNAAKYy pIBHSHb

eMNTHYHOrO THIY A=aj, —a,,d,, <0 i piBHaEEs (2.7) a6o (2.7a) MawTh

KOMIUIEKCHI KoedimieHTH. [lokaxkeMo, 110 BOHM MarOTh PO3B’si3KU. s 11poro
BBEJIEMO HOBY (DYHKIIIIO

z(x, )= (x,y) +ia(x,y). (3.9)
Maemo
a1 (&, +im, )+ (a, +— A, +iw,) =0,
a (&, +im) +(a, —V=-AD, +iw,)=0
abo
ap ¢, +apd, —V-Aw, =0,
(3.10)
a0, + a0, £N-Ag, =0,
o<, +a12§’y +\/—Aa)y =0,
(3.10a)
a0, +apo, —N—-Ag, =0.

Cucremn (3.10), (3.10a) € cucremamu nmiHiitHUX ogHOpimHUX JIPYUII
1-ro mopsinky 3 HenepepBHO nuepeHiiiioBHnMU koedimientamu. Taki cuctemu
MaloTh PO3B’SI3KH, MPUYOMY SKIIO po3B’si3koM cuctemu (3.10) € ¢yHkuii
{=C{(x,y),0=w(x,y), To po3B’sizkom cucremu (3.10a) OyayTe QyHKITIT
{=4(x,y),0=—w(x,y). B cuny (3.9) pos3’sizkamu piBHsAHb (2.7) OyayTh
bynkuii z(x,y)=¢(x,y)tio(x,y),a 3araJpHUMU 1HTErpajlaMud PiBHSIHB (2.8a)
Oynyts Bupasu C,, =¢(x,y)tio(x,y).

AHanoriyHi MipKyBaHHSI CHpaBeIIuBI 1 Juisi piBHAHB (2.7a). Skiio
MOKJIaCTH E=C(x,y)+io(x,y)n=C(x,y)—ia(x,y), TOm
a;,=0=a,,({, +iw,)’ +2a,(, +io )((, +io) +ay({, +in,)’, aorxe,

(a,&7 +2a,5¢, ¢, + azzé/yz) —(ay,0; + 2a1,0,.0, + azza)i) =0,
a lé/xa)x +ap (gxwy + a)xé/y) + a22§ywy =0. (31 1)

BBenemo HOBI He3allexKH1 3MiHHI 3a (hopmyiaMu

fgn:;@J%ﬂ:éiﬁzw@J& (3.12)
l

o =
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Sxo6ian ¢ynkuiid (3.12) BiaminHuUN Big Hyns (QyHKUIT He3anexHi), a
pe3ynbTaT MiJACTaHOBKHM iX B piBHsAHHA (2.1) B cuiny (3.11) mae ), =a,,,

a;, =0. Toni 3 (2.4) onepKyeMO KaHOHIUHY (GOPMY PIBHSHB SIIITUIHOTO TUITY

Fla,p,UU,,U
Uy +U gs = s ﬂ). (3.13)
an

Il puxnaa a Posrmsnemo piBHsHHS (3.5) B obmacti y<0. B mi

MBIUTOIIMHI BOHO HAJICXKHUTh JI0 CIIMNTHYHOTO TUITY. XapaKTepUCTUYHE PIBHSIHHS
(dy)* —y(dx)* =0 nae nBi KOMITJIEKCHO-CIIPSDKEH1  CIM’1  XapakTepuc-

TuK: C, = x—2,/—yi, C, =x+2,/— yi.
[Moxnagemo 3rinno 3 (3.12) a =x, f=2,/—y. Toni
_ _ N2
ux_Ua’uxx_Uaaﬁuy_ ( y) Uﬂ,

-1 -3/2
u, =(=y) Up —1/2(=y) ""Ug.
[TincTaBuBIIM 3HaMACHI MOX1aHI B (3.5), MaTUMEMO

1

3.4. Kanoniuni ¢opmu giniitaux JAPUYIl 2-ro mnopsiaky Bix aBoOX
He3aJIeXKHUX 3MIiHHUX i3 cTaauMu koedimienrtamu. PosrisHemo niHiiiHe
JIPUII i3 cTammumu koeditieHTaMu

ay Uy, + 2a05U,, + agtt, +bju, +byu, +byu = f(x,y). (3.14)

3riIHO 3 JOBEACHUM BHWINE, B 3QJICKHOCTI Big TUMY AU(EpEeHITIaTbHOTO
piBHsHHS (3.14) BOHO 3BOAMTHCS 10 OJTHI€T 3 KAHOHIYHHUX (HOPM:

U., +cqU.+c,U_+c,U=F(,n),
o ime e (rimepOomiyauit Tun)  (3.15)
Uge =U,, +qU; +c,Un+cU=F(S,n)
U, taU:+qU, +cU=F(S,n) (mapa®oniyHui THIT), (3.16)
Uge+U,, +qU:+ U, +c;U =F(&,n7) (eniNTHIHAN THID), (3.17)
ne ¢; =const (i = 1,2,3).

Jlnst mopanbinoro cripoiieHHs piBHsIHb (3.15) — (3.17) BBegemo 3aMicTh
U(¢,n) HoBy dyHKIIIO V(£,77)

U=e" "), (3.18)
ne A 1 p- noBuUIbHI cTam. Tomi
Us = eheta (v +Av),

U, = eeru (v, + pv),
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2 2
Us=e 5““”7(\255 +24v; + A7),

_ AE+un 2
U,, =e (Vyy +20v, + p1v),

Ue, = e’1§+“'7(v§,7 + AV, + Ve + Auy).

[lincraBuBIIM 3HANICHI TOX1/IHI, HAPUKIaa, B piBHSAHHS (3.17), oTpumMaeMo
Vee ¥V, + (0 +20)v + (e, +20)v, + (A2+ 1* +
+e At utcy)v= e THIE(E 7).
BubGepemo mgoBinbHi ctami A 1 g Tak, mo0 B OCTaHHBOMY pIBHSHHI

KoediuienT! Ipu v, 1 v, Oymu piBHI Hymto. Tozi MaTumeMo

c c
¢, +22=0, ¢, +2u=0 = A=——1, py=—-2,
2 2
a 3HAYMTh,
2 2 2 2
c, ¢ ¢ ¢ ¢, c
Ao Aot — =42 L 2 40— L2
4 4 2 2 4 4
TakuM yMHOM,
2 2 L)
¢ c S+
vé‘f +v7777 +(c3 _j_?z)v:ez 2 F(gan))

[TpoBoasiun aHanoOTiuH1 MIpKyBaHHS 1 BITHOCHO piBHHB (3.15) Ta (3.16),
OJIEPKHUMO

Vey ta v=1(5,1)

V§§ o V7777+ ayv = Fi(ga 77)9

Vot ave =F (&,n) (mapaO®oniyHuid TUII).

} (riepOOTIYHMI TH)

Il puwx na g 3BecT 10 KaHOHIYHOTO BHUIJSALY AudepeHiiaibHe
PIBHSIHHS

Uy, —4u, +4u,, +u, —u, =0. (3.19)
Busnauaemo tu :
A=(-2)*-1-4=4-4=0.
OT1xe, 3a/1aHe PIBHAHHS € mapaboiyHoro Tuiy. MaemMo
dy® +ddxdy +4dx* = 0= dy +2dx =0= ¢, = y +2x.
[Moxnmagemo & = y+2x, n=x. Ilokaxemo, mo dynkmii &£(x,y) 1 n(x,y) €
HE3AJICKHUMU:
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S & 21
=0 |=-1%0,

ne n,| 1O
u,= 2U§ +Uu, =Ugu,, =Ug,
Uy, =2Uz +Ugu, =4U: +4U,, +U,
[TincraBnsiemo 3HaiAeH1 MoXiaH1 B piBHSIHHSA (3.19):
U,,-Us+U, =0.
BBoaumo HOBY HeBinoMy dyHKI0 v(E,77) 3a dopmyroro (3.18). Onepxumo
e’“fﬂm(vm7 +2uv, + v — Ve = Av+v, +uv)=0=
= v, +Qut v, —v: + (1= A+ @)y =0.
Bubepemo noBusibHI cTam A 1 g Tak, moo

2u+1=0 1 1
5 > U=——, A=——.
o —A+u=0 2 4

Toxi ocTaHHE PIBHSHHS 3aMUIIETHCS Y BUTTISIL

Van — Ve =0,

w(&,m)=e U (&),
3aysaxncenns. Yacto ¢opmynu (2.3) 3anucyroTh, 3aminrooun U(&,n7) Ha

u(&,n). OnHaK Npu HbOMY CHMBOIM U Ta U, B Ipasiil yacTuHi (2.3) mOTpibHO

PO3YMITH SIK MOX1/IHI B3JIOBXK JIIHIM BIAMOBIAHO 17 = const 1 & = const :

I T

10070 5IK U, 1 U, , @ He SIK YaCTUHHI TOXi/iHI 10 & abo 77 Bix dyHKUil u(x,y),
OCKUIbKM BUpa3H u, Ta u, HE MAalTh 3MICTYy, IOKM He BHOpaHa iHIIa

koopauHata £ abo 7.

§4. Knacudikauisa Ta 3BeIeHHA 10 KAHOHIYHOT 0
Burjasay kpasilininaux J{PUII 2-ro mopsiaky
3 0aratbMa He3aJIeXKHUMH 3MiHHUMMU.

Posrnsnemo kBasininiine J[PUII 2-ro mopsiaxy

iiaij (u . f(X,u,ux1 posll ), (4.1)

i=1 j=1

e X = (X ,Xy,..X,,).
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BBaxxaemo, 1110 a; =a;.

BBenemo HOBI He3anexHi 3MiHHI &, 3a hopMyIamMu

& = (x), k=1m.

BBaxxaemo, mo ¢ynkmi ¢, (x) € ABa pasu  HENEPEpPBHO
IU(EepeHLIHOBHUME 1 HE3AJIKHUMH B pO3IIIATyBaHiil oonacti. Maemo
m m m m
Z/lxi = Zng (Dkxi ) uxix_/ = ZZUG&kél (Dkxl, (Dlxj + ZU& (okxl,xj .
k=1 k=11=1 k=1
[To3naunmo «;;, = ¢, .Toxl, MiACTaBUBIIM 3HAWIEH] MOXIAHI B PIBHSAHHS
(4.1), onep>kuMo
m m __
anU =Fl U U, L. U ), 4.2
>, (svv, .U, (42)
ne
. m m
ak = ZZaijaikajl; & =(&) 1835036
i=1 j=1
Pozrnstnemo kBagpatuuny Gpopmy
m m
0
Zzai]‘yiyja (43)
i=1 j=1
Koe(ilieHTH sIKO1 301ratoThes 3 KoedilieHTaMu piBHSIHHSA (4.1) B nedkii Touii
M(x"), x° =(x,x5,...,x0).

BBeneMo HOBI 3MiHHI 774,...,77,, 3@ JOIOMOI'OI0 HEOCOOIMBOIrO JIIHIHHOTO

m

IICPETBOPCHHS
Vi =Dy (4.4)
k=1

Toni oxepxuMo )11 KBaApaTUIHOI (PopMu

m m 0
Zzakmkm,
k=1 1=1
ae
0_N"N\",0.0 0
EDIWNIITTE
i=1 j=1
Takum uymHOM, KOEQILIEHTH TOJOBHOI dYacTMHU piBHAHHA (4.1)

3MIHIOIOTBCSl AHAJOTIYHO Koe(dilieHTaM KBaApaTUyHOi (OpMH 3a JIIHIMHUM
nepeTBopeHHsM (4.4).

BianoBigHnuMm BUOOpOM KOe(]illi€HTIB al% B (4.4) xBaapatuuny (opmy
(4.3) MOxKHa 3BECTH IO KAHOHIYHOTO BUTJISITY
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Z’ikﬂi,
k=1
ne A, piBHi £1 abo Hym0, TOOTO
0 0, k=#l,
A, k=1

Otxe, SKIIO HOBI HE3aJEXHI 3MiHHI &, BHOpaTW TakMM YWMHOM, 1100 B
Touti M (xo)
0 m
_ _ o
oy = oy (manpukman, &=> ;X ),
i=1
. . 0 .
TO piBHSHHSA (4.1) B TOUmn M (x ) 3BOJAUTHCS 10 PIBHSAHHS BUTIIALY

iik% L (O=FEUU, U, ). (4.5)
=1 kSk m

3riIHO 3 3aKOHOM 1HEpPIi I KBaJApaTUYHUX (OPM YHUCIO NOJATHUX,
pIBHMX HymO, 1 BII'€MHHUX KOE(QIII€HTIB A, 1HBaplaHTHO BIJHOCHO

HEOCOOIMBOTO JIHIHHOTO MEPETBOPEHHS, SIK€ 3BOAUTH KBaApaTuyHy Gopmy 10
KaHOHIYHOTO BUTJISTY.

B 3B’sa3ky 3 mum piBHsHHS (4.1) B Toumi M (xo) Ha3UBaIOTh

PIBHSIHHSIM:

a) eJINTHYHOrO TUILY, K10 B (4.5) A, =1 nna Beix k= Lm;

0) mapa6oJiiYHOro THIy, AKIO Xo4ya O OAuH 13 KoedilieHTiB 4, B (4.5)
PIBHUH HYIIIO;

B) rinep00/1i4HOro THIY, SKIIO BCl KOe(ILIEHTH A, BIAMIHHI Bij
HYJIs, ajie Cepell HUX € OJUH KOe(DIIIEHT 13 3HAKOM, CYNMPOTHBHHUM 3HAaKaM
1HIIUX KoedirieHTiB piBHAHHS (4.5);

') yAbTparinep0o/ivHoro Tumy, skio B (4.5) Bcl KoedillieHTH BiMIHHI
Bil Hyms, ane r <1 koedillieHTIB € JOJAaTHIMHU, a m—r — BIJI’€MHUMH.
3ayBaXuMo, IO Yy BuUNaAKy m >3 piBHIHHA (4.1) MOXXHa 3BeCTH [0
KaHOHIYHOT'O BUTJISY TUIBKM B 3aJiaHiil Toulll. J{ilicHO, /UIs 3BeICHHS PIBHSHHS

(4.1) no KaHOHIYHOTO BUIVIANY y A€sKii o0sacTi HaM HEoOX1AHO QYHKLIT ¢ (X)

BUOpaTH TaKUM YUHOM, 100 BHUKOHYBAJIHCh YMOBH an =0 npu k #[. Uucno
) m(m—1) . " :

IUX YMOB piBHE — mo Oinpiie uyucna m  QyHKOIH @, (x), Aki Mu

BuOHupaemo. [Ipu m =3 HemiaroHanbHiI €IEMEHTH MU MOTJH O MEPETBOPUTH B

HYJIb, ajJ€ TOJl JllarOHajbHI €JIEMEHTH MOTJIU O OyTH PI3HUMU, a di TOBHUHHI

OyTH PIBHUMHU A, .
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3aysaocicenns. Sxkmo piBHsAHHA (4.1) € JTHIMHUM 13 CTAJIUMU
KoedilieHTaMH, TOAl BOHO 3BOAMTHCA /10 KAHOHIYHOI (GopMH y BCiii 00macTi

BU3HAYCHHS PIBHSHHS 1 MA€ BUTJIS
m

Z(”'knggk + kafk j +cU =F, (). (4.6)

k=1
Hexaii Bci A4, #0. Toxi, BBiBIIM HOBY HeBimoMy ¢(yHKkuiro v(&) 3a
dbopmyIior

U =vexp [— 0,5 A&, )
k=1
piBHSIHHS (4.6) 3BeAETHCS 10 BUTIISILY

m m
-1
Zik‘” +av=FH (68)6XP(095Z% b &)
pr i k=1
Il puxnapa BusHaunTtu THI Ta 3BECTH 1O KaHOHIYHOTO BUTJISILY
audepeHiiagbHe PiBHAHHSA

u  (x,x,x)+2u  +2u -2u  +3u =0. 4.7)
xlxl X

X% Xp Xy XpX3 3

Metoaom Jlarpanxka® 3HaX0UMO MaTPHIIIO

I -1 -1
A=|0 1 1
0 0 1

HEBUPOJIPKEHOTO IEPETBOPEHHS, SIKE 3BOAUTH BIANOBIIHY KBaApaTUUHY (HOpMY
P(X, Xy, X3) = X{ 42X, X, + 25 —2X,X;
710 KAHOHIYHOTO BUTJISTY.
Toni, mokmasmm == A’ X, ne

* JI. . Oxynes. Buma anreopa. K., 1950, ctop. 157 - 165

X ¢
X=|x, | 2=|&,|
X3 &5

OJICPKUMO

U v, 6 -U +3U§ =0.
3

+
51 51 ";:2 ";:2 53 53
[TizcTanoBka

U(fl 62,63 ): V(§1 ,62,63 )exp(% & )

OCTAaTO4YHO Ada€
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v _+v, =V +yv=0.
5151 5252 9C39C3 4

Taxum ynHOM, piBHSIHHS (4.7) € PIBHSAHHSM TiepOOIIYHOTO THITY.

§5. Knacudikauis nudepenuiaJjbHuX piBHSAHD
BUIIIOTO MOPSIAKY.

BuxopuctoBytoun mosHadeHHs §1 posrisHemMo audepeHIiianbHe
PIBHSIHHS

>, a (x)DU(x) =f(x,u,uxl - ,...,Dsu(x)), (5.1)

a, +a, +.+a, =n
z:e‘s
[Ipu yMOBI HemepepBHOCTI KOEPIIEHTIB a

<la] .

(x) B po3risgy-BaHii

1,0 ,....0,
obnacti D, BaxmuBy poap B Teopii JAPYII Burmsany (5.1) Bigirpae ¢dopma
HOPAZIKY N :
oA, A, A,) = Zaalaz.“am ()AL A (5.2)
ay+..+a,,=n

BIJIHOCHO  JIWCHUX  IapaMeTpiB /11,/12,...,2, , SKa  Ha3UBa€ThCS
m

XapaKTEPUCTUYHOIO (DOPMOIO , 110 BIAMOBIAA€E PIBHIHHIO (5.1).

[Ipu nomomosi dopmu (5.2) BBOAATH HacTynHy kiacugikanio J[PUII
(5.1).

PiBusuns (5.1) B Touni x° € D Ha3uBaeThCs PIBHAHHAM HapabGOIidHOIO

THUITY, SKIIIO MPU JOTIOMO31 HEOCOOIMBOTO ahiHHOTO TMEPETBOPECHHS apaMeTpiB
Fa— 0

A =4y 1y, t,,), i=1,m, xapakrepuctuuHa gopma (5.2) B Toumi - Xx
3BOAMTHCA 0 (GopMH, sika MICTUTH TUlbku [, 0</<m mnapamerpiB 4 . B

IIbOMY BUIAAKY COBOPATH ille, 0 piBHAHHA (5.2) B Touni x° € D mapaGomiuno

BUPOJDKYETHCS.
SAximo mapaboJiiuHe BUPOJKEHHS BIJICYTHE, TO piBHAHHSA (5.1) B TouIll

)CO € D Ha3uBa€eThCA CJIiHTI/I‘IHI/IM, SKIIO XapaKTCPUCTHYHC DiBHHHH}I:

oA, 4, 4,)=0 (5.3)

HE Ma€ A1IMCHUX KOpeHIB, kpiM 4, =4, =..=4 =0.

Skmo K  micaa  JeSKOro HeocoONMBOro agiHHOTO TEePEeTBOPEHHS
mapamerpis A,,..,A,  Xapakrepuctuunoi dopmu (5.2) B Touni x’e€D s

OJTHOTO 13 HUX TMPH JOBUIBHUX TIHCHUX 3HAYEHHSIX BCIX IHIIMX OAEPIKYETHCS
piBHO n JAiMiCHUX KOpeHiB  (HE OOOB’SI3KOBO TMPOCTHX) TEPETBOPEHOTO
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XapaKTePUCTHUHOTO PiBHAHHSA (5.3), To piBHaHHS (5.1) B Touni x° Ha3uBaeThCs

LinepOOoTIYHUM .

PiBusinnst (5.1) B obnacti D Ha3uBaeThCs mapaboNiuHUM, ETINTHYHUM
a60 rinepOoNIYHUM , SIKIIO BOHO HAJICKHUTH BIANOBIAHO OJHOMY 1 TOMY X THITY
y BCIX il TOUKax .

IT puxnaanwu PosrngHemo piBHIHHS MajuX MPOTHHIB TOMEPEUHO
HABAaHTAKEHOT TUIACTUHKY *

*u(x, otu(x,y)  Ju(x,
u()i ), uz(x 2y) s u(): Y)_q ’ (5.4)
o a’ & & D

e ¢ — IHTEHCUBHICTh PIBHOMIPHO PO3IMOJIJIEHOIO IO IMOBEPXHI IUIACTUHKH

Lu(x,y)=

HaBaHTaXeHHs, [ — JKOPCTKICTh IUIACTUHKA TpH 3TWHI. BiamnosigHa
XapaKTepuCcTUUHA (popMa MaTUME BUTJIS
4 222 | a4 2, 232
P, L) =X +24 5+ 4L =L+ 4)7,
a, OTXke, pIBHAHHA (5.4) € eTNTUYHUM B pO3TIsayBaHiii 00IacTi.
B 3aransHOMY BUTIQAKY PiBHSHHS

m 0’)414
iélm = f(x,u(x),...,D ”(Xs)) ‘S‘ <3,

Ma€ XapaKTepUucTUIHy Gpopmy

2
P, Ayees ) =| 255 |
i=1

1 € EJMINTUYHUM B 00JIaCTI HOTO 3aJJaHHS.
[Ipuknagom mapabOIIYHOrO PIBHAHHS MOXE OyTH TaK 3BaHE PIBHSHHSA
HOTIEPEYHUX KOJMBAHb IUIACTUHKU

*C.I1.Tumomenko. Mcropust Hayku 0 compoTHBIeHUM MaTepuanoB.M., 1959, ctp.147

2hp A*u(t,x,y)
ot

ne h, p — cram. [[ificHO, BIAMOBIHE XapaKTEPUCTUUHE PIBHSIHHS 3alUIIETHCS Y

Lu(t,x,y) = , (5.5)

Burnsani (A, A4, A4)= (4 +43) =0 i, oTxke, piBHsHHS (5.5) € mapaboTiuHnM.
JudepeniianbHe piBHAHHSA
A'u(t,x,y)  0tut,x,y)  J'u(t,x,y)
5 T3 52 T2 4 -
Ot Ox ot 0y ot
B 00J1aCT1 HOTO 3a/]aHHS € TIMepOOIIYHUM, OCKIJIBKHA HOTO XapaKTEPUCTHYHA
dbopma

Lu(t,x,y)—3 S(t,x,y)
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KAy Ps ) = Ta+ BRe+ 28 =32 (e + 22) + 2 =
= (L + A =) + 45 +24),

OYEBHUIHO, 33]I0BOJIbHSE BCIM BIJIMOBIAHUM YMOBaM.
BiamiTMo ofHak, 110 piBHSIHHS

oMt x,
%#mm (5.6)

HE HAJEXKUTh XOAHOMY 13 BHUILE MpuUBeAeHUX TumiB. JlilicHO, BIJMOBIAHA
XapakTepUuCcTUUHa opMa Mae BUTIIS

O I ds) = (Bt 22) = 7

1 BOHA Ma€ TIIbKHU J1Ba IHCHUX KOPEHI BIAHOCHO A, npu ¢ikcoBaHux A,, A,. B

Lu(taxay) -

TakOMy BHMaaKy Oyaemo roBoputH, 1o JPUII HamexuTs 10 MPOMIKKOBOTO
TUILY.
I1puxkmaangu: a)3’sicyBaTu, 4u € HaBeaeH1 HUxK4Ye piBHocTi JIPUIT 1
JIaTH MOBHE 1X BU3HAYCHHS:
1. cos(u, +u,)—cosu, cosu, +sinu, sinu, =0.
.20 x2uxyZ —(u,)’ =5u=0.
o

3. E(xuyzx —u,)+5uu, =0.

4. log —10g|uy|+5u—6=0.

uxuy|—log u,

5. ﬁtgu—ux sec’u—3u+2=0.
dx

2 .2 2 _
6. cos“u,, +sin"u,, —2u; —3u, +u=0.

7. ) u, L nlu|+2u—-5=0.
Dy =2

8. xu, —5(ux2 )2 + xyu = ln|x|.
9. yue™ —iey” +3=0.
ay

10. (sh x)u,, —xu,, +u, + In(y>*+1)=0

6) JaTHh IIOBHC BU3HAYCHHS, BKAa3aTHU THUII Ta 3BCCTHU 10 KaHOHIYHOTI'O BUTIIAAY HaCTyrIHi
JIPUYIL:
1. 4y%u_ —ezxuyy +u’ =0.
- u, —2(sinx)u,, +(sin® x)u,, —(ctgx)u, = 0.
e'u, +eu, —0,5¢"u, —0,5¢"u, =Sxy.
u, —2e"u, —u +u, cosu=0.
C U +2(sinyu,, +(1+ sin’ Y, — xln|y| =0.
Y, —4xyu,, + 4x2uw +3u, =0.

. (ctg’x)u,, —2(ctg X)u,, + u,, +(cos e’ x)u, =e".

ST NV S VN )

-, —2(cos x)u,, —(3+sin’ x)u,, — yu, =0.

9. (1+x2)uxx +(1+y2)uW +xu, +yu, —«/xz +y2 =0.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

(sh x)u,, —xu, +u, +In(y* +1) = 0.

u,+2u, +u, +2u +3u, +0.
u, —6u, +u, +2u —3u, =0.
u,_ +4qu + Suw +u + 2uy =4u.
u, +6u, —Su, +u, —u=0.

u, +2qu + 2uw —Suy +u, =0.
uy, +u, +3u,—4u, =0.

u, —2u, +u, —4u, +5u, =0.

uy,+2u, —u +u,+2u=0.

Uy, +2u, —u_+u —u, =0, u=u(xy,z).

u, +u, —u, +u,—u, =0.
u, =3u, +u,—u +u, =0.
u, +%,, —=3u, =5u,.

2u, —u, +u,—Su, =u.
2u/0, +u, —3uy +u=0.

u, —2u, +u, +5u, =0.
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PO3ILT II
PIBHSIHHSI I'TIEPBOJIIYHOTO TUITY

3ATAYI, AKI ITPUBOIATDH 10 PIBHSAHD
I'MEPBOJIITYHOI'O THUITY

Jlo piBHSHB TINEpOOTIYHOTO TUITY HAWOUIBII YAaCTO MPHUBOIAATH (Pi3MUHI
3aja4i, MOB’sI3aH1 3 MPOIECAaMH KOJMBAHHS, HAPUKJIAA 3a/1a4a Mpo KOJUBAHHS
CTpyHH, MeMOpaHu, ra3y, €JeKTPOMArHiTHUX KOJHMBAaHb TOIIO. XapaKTEPHOIO
OCOOJIMBICTIO LIUX MPOLECIB € CKIHYEHA IBUJIKICTh 1X MOUIUPEHHS.

PiBHsiHHA rinmepOosaiyHoro tumy. PizmuHi 3ama4i, SIKi NPUBOAATH 10
piBHsHB rinepOosiynoro tTumny. IlocranoBka kpaiioBux 3ana4. KopekTHicTh
3agaui. CrilikicTb. MeTo1 pO3MOBCIOIKEHUX XBHJIb.

U +U_=0.

X Yy

3apaui:

KonuBaHHS monepevHoi CTPYHH.
[ToB310BHE KOJIUBAHHS CTEPKHSI.
Enepris konvuBaHHS CTPYHHU.
EnexrpuuHe koJIMBaHHS B IPOBOJIAX.
[Torrepeune KoaMBaHHS MEMOpaHH.
PH. akyCcTHKH Ta ripoaiHaMIKH.

S

Oznauenns. [1i1 cTPyHOI0 MU PO3yMiEMO TaKy MPY>KHIO HUTKY, SIKa HETIEPEPBHO
NO3HA€ 3MIHHU CBOET (JOPMHU, 110 HE MOB’S3aHO 13 3MIHOIO il TOBXHUHH.
KonuBanus OynemMo BBaKaTH MOMNEPEYHHMH, KOJIM BCl TOYKH CTPYHHU
PYXarThCs B OJIHIN IJIOIII 1 IIBUJKICTB iX MEepHeHANKYIIsIpHA 10 ocl OX.
B koxHMI1 MOMEHT Hacy ¢, U(x,?) 3a1ae GopMy CTpyHHU
U,=a’U,_+ f(x,1),
ne f(x,t) — 30BHIIIHS CUJIA.

OzHaueHHd. MeMOpPaHOI0 Ha3MBAETHCS IJIOCKA ILJIIBKA, SIKA HE MPOTUBICTHCS
3ruly ta 3aBury. Jie cuna I'yka
Utt = az(Uxx +Uyy)+f(x’y7t) 2
ne f(x,y,t) —TYCTHHA CWJINA Ha OOUHHULIIO MacHu MeM6paHI/I.
['paHnyH1 Ta NOYATKOB1 YMOBH.
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JudepeniianbHi piBHIHHS MalOTh HECKIHYEHY KUIBKICTH Po3B’si3kiB. Ilpukian

KOJIMBAaHHA  CTPYHM 3  3aKpIIUIEHUMHU  KpasMu  0<x</  TOYKaMH
U(0,0)=0,U(l,¢)=0.

Tak sK KOJMBaHHSA 3ajJCXKUTh BiJ TMOYATKOBOI (OpMU Ta PO3MOILTY
IIBUJIKOCTEM, TO

U(x,ty) = p(x) }
U,(x,10)= f(x)]

Chopmynmroemo mepiry KpaoBY 3amady Ijsi PIBHSHHS: 3HAWTH (DYHKIIIO
U(x,t), 3a1aly B 00acTax 0<x </, ¢ >0, ska 3aJjaBUIbHIE PIBHIHHIO
U,=a’U,_ + f(x,)

st O0<x<[,t>0.

3 KpailloBUX yMOB
U(0,2) = u, (1)
U(lat) = luz (t)

Ta MOYaTKOBUMH YMOBaMHU
U(x,0) = o(x)
U,(x,0) = w(x)

Jlpyra kpaiioBa 3agada:
Uﬂ = azUxx +f(x:t)

U(lvt) = IUZ (t)
U.(0,¢t) =v(t) —3agaHa cuia.

Tpers kpalioBa 3a1aua:

U, (0,1) = h{U(0,1) - 6(t)] — mpy»He 3aKpirIeHHs.
3anauva Komi:

U,=a’U,_ + f(x,t),~0<x<0,t>0

U(x,0) = 9(x)

U, (x,0) =y (x)

Posrnsanemo 3amauy:
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U,=a’U,_ + f(x,1)
U(x,0) = f(x)
U,(x,0) = F(x)
U(0,7) = 1,(2)
U(l,t) = p, (1)

Axmo F(x)=0, Toal 3amaya Ha3uBaeTbes 3anaueto [ipixie. Komu f(x)=0, a
F(x) — IOBLIbHE, TO 3aJla4ya HA3MBA€EThCA 3a7aueto HelimaHa.

O3HayeHHs. SIKIO TPW HEBEIMKHX 3MiHAX ITOYAaTKOBUX Ta KpalOBHUX YMOB
PO3B’SI30K 3MIHIOETHCSI, TO 3a/1a4a Ha3UBAETHCS HECTIMKOIO, SIKIIO PO3B’SI30K HE
3MIHIOETBLCS, TO 3a7a4a Ha3UBAETHCS CTIMKOIO.

MeToau po3B’sI3aHHS:
1. MeToa nmOMMPEHHS XBUIb.
BigokpemieHHs 3MiHHUX.
Meton ®@ynxkii ['piHa.
Metoa TEOpETHYHOTO TTOTCHITIATY.
. Meton iHTerpaibHUX PIBHSHB.
3anHmeM0 A B IUTIHAPUYHINA CUCTEM1 KOOPIMHAT:

16 oU 10U oU
AU=——p—+— 2
pop dp p’op> oz

2

2 or or r 06 00 r-sin“ 0 0p

— piBHsHHsJ]ammaca B UTIHAPUYHINA CUCTEM] KOOPIUHAT.

VI

=0.

SIxmio p3B’s30k piBHsAHHS Jlamiaca Mae cepuuny abo MUITIHAPUYHY CUMETPIIO,
Toai U(p,¢,z)=U(p). BupoMy Bumaaxky maemo U(r,0,¢9) =U(r).

d ,dU

(=)
dr dr
Iarerpyemo 1e piBHsHHSA. OTpUMaEMO

=0 — B cpepuUHiil cUCTeM1 KOOPAUHAT.

c . . .
U= 71 +c,, A€ ¢;,c, — JOBUIbHI CTaJIl.

o . 1
Hexaii ¢, =1, ¢,=0. Tomi U,=-— Ha3uBaeTbcsa (PpyHAAMEHTAIbHUM
r

po3B’s3KkoM piBHsHHA Jlammaca B mpceropi. B miumiaapuyHii cuctemMi KOOpauHAT
maemo: U =U(p),
d dU _
dp ap’dp dp
3HaiiieMo pileHHs, sIKe Ma€ MWIHAPUYHY KPYTOBY CUMETPIIO.
Up)=clnp+c,.
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1 .
Akmo ¢, =-1,c,=0, 1O U,=In—. OyHKIIO U,(p) HA3UBAKTH
o,
(dyHIaMEHTAIbHUM P3B’SI3KOM HA IJIOLIKHI p .
Oyukuisa U, _! 3aJI0BUIbHSE DPiBHsAHHA Jlammaca AU =0 BCIOIU, KpIM
r

TOYKH » =0. BOHA 3 TOUHICTIO IO CTaJOi CHIBOAAAE 3 TIOJEM TOYKOBOIO 3apsy

v=L.
r

. 1 . . .
Tax camo ¢ynkuis U = In— 3aa0BuIbHsIE piBHsAHHS Jlamiaca BClou, KpiM
Yo

p =0, 3 TOUYHICTIO JIO CTaJI01 CHIBIIa/Ia€ 3 TIOJIEM 3aPsKEHOI JTiHIi

U =2l lnl,
Yo,

Jie [, — TyCTHUHA 3apsiay.

Ilepuia 30BHIIIHSA 321242 HA TUIOIIMHI.
Heo0xinHo 3HaiiTH (QyHKLIO U, fiKa 33J0BUIbHIE YMOBAM:
1. AU =0 B HeckiHYEHi 00yacTi Y., ska oOMekeHa KOHTYpoM C .
2. ®yHkIis U BCIOAW HETIEPEPBHA BKIIIOYAIOYH KOHTYp C.
3. Ulc=¢(x,y), ne ¢(x,y) —3amana Ha C.

4. U(M) oOMexeHa B HECKIHYEHOCTI, TOOTO ICHY€ TaKe YHuCIIO N ,
mo [UM)|<N.

30BH. IIp. 3a7a4a AJI IBYX 3MIHHUX Ma€ €JUHUN PO3B’SI30K.

§1. PiBHSIHHS KOJIMBAHHS CTPYHH

Osnavenns. CTpyHOIO Ha3UBAaKOTh TBEPJAE TLI0, JOBKHHA KOO 3HAYHO
NEPEBUILYE 1HII HOr0 pO3MIpH.

OnucanHs TpoOIECYy KOJIWBAaHHA CTPYHM MOXe OyTH TpOBEACHO 3a
JOTIOMOT'OK0 33JIaHHA MOJIOKEHHSI TOUOK CTPYHHU B Pi3HI MOMEHTH yacy (puc. 2).
JUisi BU3HAYEHHS MOJIOKEHHS CTPYHM B MOMEHT 4acy ¢ JOCTaTHbO 3aJaTH
KOMITOHEHTH BEKTOpPa 3MILIEHHS

U(£,%) = {uy (6,),15 (£,3),5 (1,)}
Posrnsinemo Outbii nipocTy 3anavy. Hexaii:
1) xonMBaHHS 31MCHIOIOTHCS B OAHIN MIOMMHI XOu 1 BEKTOP 3MIIICHHS
U (t,x) € NEepHeHAUKYJISIpHUM 10 OXx B JOBUIBHMI MOMEHT 4acy f.
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Toni mporec KOMWBaHHS MOKHA OMHCATH OJHIEI0 (DYHKITIEO u(t,x),
sIKa XapaKTepH3y€e BEepTUKAIbHE 3MIIIICHHS CTPYHHU;

2) cTpyHa aOCOJIIOTHO THYYKa (CUjia HATSATY T 3HAYHO MIEPEBUIIYE CHUITY
OTIOpYy  CTPYHHU R i TOMY BBaXa€EMO, mo‘ﬁ‘zO) 1 mpyXxHa
(makoproeTbest 3akoHy ['yka: cuia HaTITy MNOpsSMO MPOIOpIliiHA

BUJIOBKEHHIO);
3) cunu OmoOpy HABKOJIMIIIHBOTO CEPEIOBHUINA PIBHI HYJIO 1 KOJUBAaHHS

CTpyHH Mami, To6To @’(x,t)~0, me a(x,t)—rocTpuil  KyT MixK
JOTUYHOIO JI0 MPOQUII0 CTPYHH B TOYIll X B MOMEHT Hacy ¢ 1 BICCIO

Ox.

Toni 3 po3kiaxy

3
(94

sina=o ——+...
3!

BUILINUBAE, 10 Sih @~ «. 13 piBHOCTI

2
a

1—cosa=25in2g:—
2 2

MaeMo cosa=1. bepyuu no yBaru, mo tga—sina=(1—cosa)tga =0,
OJIEPKYyEMO

. ou ., (ou)
sina = tga=——, tga=|—| =0.
ox ox

TakuM yMHOM,

Xy 2
UMM, = 1+(@J dx =x, — X,
ox

|
§ uct,x)

) ﬁ-"}'x,ﬂ

M, My  Tix,)
ax ¥ T
o= 73 A s e xr-
X, X Xy
Tey) -
Y Irx,t)

Puc. 2
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a 3HA4YMTh, JOBXKMHA CTPYHH B IPOLIECI KOJMBAaHHA HE 3MIHIOEThCS. B cuimy

OpUIyLIEHb 2) 1 3) cuiia HAaTAry T ne sanexurs BiJ yacy ¢ . [lokaxxemo, 110 BoHa
HE 3aJIeKUTh 1 BIJ X .

Hexaii F (x,t) — B3OBHIIIHA cujia, napanenbHa oci Ou, PIBHOMIPHO

pO3MOoIiJieHa B3OBXK CTPYHHU 1 pO3paxoBaHa HAa OJWHUIIIO JOBXKHHH, I (x,t) —
cuJja iHepIrii.
PosrnsitHemo  mpoMikKOK — CTpyHH (xl,x2 ) Bnacninok  mpuHIumy
JI’ Anambepa cyMa TIpOEKIIiii BCiX CHI, IO Ail0Th HAa MPOMiXKOK CTpyHH (X,,X, ),
BIJIMIOBIJHY BICh KOOPJIMHAT piBHA HYJI0. MaeMo
M F—ip, =0, Tip, Hx, = T(x eoserCs, ) =T, )
Mp,, F(x,) = T(x,)cos a(xy. 1) = T(x, ).
Otxe,
T(x,)-T(x)=0 = T(x,))=T(x,).

B cmiy TOBUIBHOCTI TOYOK X, 1 X, 13 OCTaHHBOI PIBHOCTI BHUILIMBAE, ILO
T'(x)=T =const.

Jlyis BUBOLy PIBHSIHHS, SIKE OMHUCYE MPOLIEC KOJIUBAHHS CTPYHH, 3HANHAEMO
CyMy MPOEKIIIH BCIX CHII, K1 J1OTh HA TPOMIKKY (x1 , X, ), Ha Bick Ou . Maemo

Xy X, é’z U

[Fx.0ax=| p(x)ﬁdx—Tsin a(x,)+Tsina(x,) =0,

X X1

ne p(x) — niniHa rycTuHa cTpyHU. OCKITBKH

ou ou 20%u
Tlsina(x,)—sina(x; ) |=T| — o =T |—=dx,
[ () ( 1)] {é’x X=X Ox “ﬁ} : Ox?
TO
X, 2 0»‘)2u

(| Fen U =0
x,t) — x =0.
pﬂtz ox*

X

«(t,x)
) M N g
0 X, ;, X
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B cuny n0BUIBHOCTI MeEX IHTETpyBaHHA X, 1 X, 3 OCTaHHbOI PIBHOCTI
OJIEPKYEMO

A% 5 A%

Py =a P + f(t,x), (1.1)

F(t,x)

, T : . : . ..
ne a=—; f(t,x)= — IHTCHCHUBHICTh 30BHIIMIHBOI CHJIX (IIIJIBHICTH
yo,

CHJIH, BiJTHECEHA JI0 OJMHUIIl MacH).
SIKIIO CTpYHA OJHOPIJHA, TO O € CTAJIOK0, @ OTHKE, — a” = const .
PiBusnaa  (1.1) Ha3uBaeThCs piBH}IHHHM KOJIMBAHHS CTPYHH.
Skmo 3oBHImHA cwia BiacytHa (F(¢,x)=0), To mnpuxoaumo A0
PIBHSHHS BUIBHUX KOJIUBaHb CTPYHHU

=a’u,.. (1.1a)

113 XX

3ayeaosicenns 1. SIKo mpoMiKOK cTpyHu M M, pO3MIIMICHUM, SIK BKa3aHO Ha
1M

puc. 3, To cyma npoeKIii ﬁ 1 f; Ha Bicb Ou OyJe piBHa

i

— T(sing, +sina,). Ane 3apas — sina, =tg(180" —a,) = =

xX=xp°

a, OT)Ke, MaEMO

. : ou ou

—T(sina, +sine,)=T| —| ... ——

ox" 7 Ox

3aysasicennsan 2. SIKO CTpyHA KOJMBAETHCS B CEPEJOBUIII 3 OMOPOM,
OPONOPLIOHATIBHUM IIBUAKOCTI, TO 1i PpIBHAHHA 3alUIIEThCA Yy BUIJISAIL

u, =a’u,, —hu, + f(x,t), h=const.

x=x |
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§ 2. XBWIbOBI Mpouecu y ABOX- Ta TPUBUMiPHOMY
cepeaoBUILi

2.1. PiBHAIHHSI KOJIUBAHHSI MeMOpaHH.

O3HaueHHsi. MeMOpaHOIO HAa3WMBAETHCS TMPY)KHA HATATHYTA ILIIBKA, sKa
BUIbHO MporuHaeThbes. Hexal B cTaHi CIIOKOI MeMOpaHa 3aiimae JiesaKy 00J1acTh
D B miomuHi xOy, a Mmicjisi BUBOAUTHCS SKMUMOCh YHHOM 13 CTaHy CIIOKOIO 1

MOYMHAE KOJMBATUCh TaK, IO BCl 1i TOYKU PYXAIOThCA MEPICHAUKYISIPHO
wionuHl xOy (TMonepeydHi KOJTWBaHHS MEMOpaHu).

Mosnauaroun duepes u(f,x,y) monoxkeHHs Touku Membpann (x,y) B
MOMEHT 4Yacy ¢, uepe3 F (x, y,t) — PIBHOMIPHO PO3MOJIUJICHY 30BHIIIHIO CHIY,

pO3paxoBaHy Ha OJMHMINO TUIOHMIMHU, 1 PO3MVIBLAAIOYM HaAall TUTBKH Maji

KOJIMBaHHs MeMOpaHu (KBaapatamu u, u,, u, 1 iX HOOyTKaMH HEXTYEMO),

MOJKHA TMOKa3aTH, Mo audepeHIfiaibHe piBHIHHS TAKUX TMOMEPEUYHUX KOJIHBAHb
MeMOpaHu HaOy/ie BUTTISTY

u, =a2(uxx+uyy)+M. (2.1)

Axmo memOpana ogHopiaHa (o= const), To a =const.
Y Bumanky BuUTbHHMX KonuBaHb (F(x,y,t)=0) piBHSIHHS MeMOpaHH €
OJIHOPI1JTHUM:
u, =a’(u,, +u,,). (2.2)

1
Bupaz Uu=u +u, - a—zu” Ha3MBa€ThCA oneparopoM JlopeHmna.

BuxopucroByroun oneparop JlopeHua, piBHAHHS (2.2) 3aMHUIIEMO Y BUTIISAI1

Ou +—F(x2,y,t) =0.
a’p

2.2. PiBHSIHHSA TiAPOAMHAMIKH i MNOIIMPEHHS 3BYyKOBUX XBHJIb.
B rigpogunamini piauHy abo ra3 posrisigaroTh K CyLUIbHE cepenoBuile. Lle
O3HAyYae, 110 JOBUIbHUNA MaJUi eleMEeHT 00’eMy PIAMHHU a00 a3y BBaXKAE€THCA
HACTUIBKA BEJIMKUM, IO MICTUTh JYy’K€ BEIMKE YHUCIO0 MOJIEKYJ. SKio,
HAIPUKJIaJl, TOBOPATHh MPO MEPEeMIIICHHs ACSKOI YAaCTUHKU PIAWHHU, TO MPH
bOMY HMJIEThCS HE MPO NEPEMIIICHHS OKPEMOi MOJIEKYJH, a MPO MEePEeMIlICHHS
IJIOTO eJleMeHTa 00’ eMy, SIKUA MICTUTh OaraTo MOJIEKYJI, aje pO3IJISIA€ThCs B
T1POJMHAMIII SK TOYKA.

[Ipunyctumo, 1m0 OAHOpiAHA Maca ra3y (a0o piAMHM) MICTUTHCS B
CepelIiHI TBEPJI01 MOCY/IMHU, SIKa PyXa€ThCs 3aJJaHUM YHHOM B mpocTopi. Hexaii
B MIOYATKOBHUM MOMEHT Yacy YacTHHKAM PIIUHU HaJAaHO JACAKUN PyX TaKHH , 110

IpH MaiOyTHbOMY PyCl PIIKOI Macu MPOEKUil Vv,,Vv,,V, MIBHIKOCTI KOXKHOI Ti
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TOYKM Ha TPSIMOKYTHI OCl KOOpJAMHAT X,),Z  BUABISIOTHCA YACTUHHUMHU
NOXIIHUMHU TIO BIANOBIJHUX KOOpJAMHATaX Aesikoi pynkuii u(t,x,y,z), TOOTO
plIMHA OJIEPXKYE PYX 3 MOTEHIIATIOM IIBUIAKOCTEH u(Z,x,V,Zz).

B rigpoauHamiil BHBOJUTHCSA Tak 3BaHE PIBHSAHHA Tra3y (abo piavHM),
AKyCTHUKHU:

2
u,=a (u, + u,, +u,), (2.3)

ne a’ e Jeska cTana, sKa 3aJeKHTh BiJl (i3MUHMX BIACTUBOCTEH JAHOTO Ta3y
(pimuHM).

Bigznaunmo, mo 3a BIiZOMOTO TOTEHIATy IIBHJIKOCTEH MpoIeC pPyxy
pimuHU 200 ra3y MOBHICTIO BU3HA4YeHUH. J[iiiCHO, mporec pyXy rasy BBaXaEeThC
BU3HAYEHUM, SIKIIO BIIOMI BEKTOP IIBUIKOCTIV B KOKHMEH TOYIl (x, y,z) B
MOMEHT 4acy ¢, TycTuHa p(x,y,z,t) 1 TUCK

p(x,y,z,t). Ane

> P=pPo _ 1
v =—gradu, —O=a—2ut »P=DPo t Pot Poldy»

Po

ne p, 1 p, — BIAIOBIHO OYATKOBI I'YCTHHA 1 THCK.

2.3. 3apauvi Teopii cBiT/Ia, €JIEKTPUKH | MATHETH3MY.
[To3zHaummo: ¢ — MIBIAKICTH CBITJIA, & — MAleleKTpU4yHa craja; A —

KOe(DILIEHT €NEKTPONPOBITHOCTI; 4 — KOE(ILIEHT EIEKTPUUHOT TPOHUKIUBOCTI.

3aK0H TOMIMPEHHS EJEKTPUYHUX XBWJIb B 3a/JlaHOMYy CEpPEIOBHINI 32
Teopiero  ['epra-MakcBenna — XapakTepU3YEThCS ~ BEKTOPOM u(t,x, y,z)

CJICKTPUYHUX CHUJI, IKUW TTOBUHEH 3aJ0BOJIBHATH HacTynHomy JIPUII:

cFu,, + u,, +u,)=¢epu, +4riuu, . (2.4)
C2 2 4rA
SIkmo noknactu — =a”, ——=—b, TO 0IEPKUMO
Eu g
2
U, =a (U, +u,, +u,)+bu,. (2.4a)

OCKUIBKHM CEepellOBUIIE, B IKOMY MPOXOJUTH MPOIEC, € BUIbHUI edip, TO
e=1, u=1,1=0, 1 Mmu npuxogumo 110 piBHAHHA (2.3).
BinznaunMmo, mo BenuuuHa 47z44u, XapakTepusye BTpaTy €IEKTPUYHUX

CHUJI 3 TJTMHOM 4acy, abo Tak 3BaHy abCcopOIlito.
VYci naBeneni piBHsHHA (1.1), (2.1)-(2.4) Ha3uMBalOThCA XBUILOBUMH.
BgiBmu B posrisn oneparop Jlamnaca

o 0° 2k
=t ——t.t—,
oxt  Ox; ox;
XBUJIBOBI PIBHSIHHS MOYKHA 3aIUCATU y BUTIISAI
u, (t,x)=a’Au(t,x)+ f(£,x), x=(x,%,,... X, ). (2.5)

A
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BBenemo HOBI1 He3asIeKH1 3MIHHIL

t=at, x; =x;, i=1n. (2.6)
[TincranoBka (2.6) € HEOCOOINUBOIO, TOMY IIIO
a,0, ..,0
0,1,0,..0
#0.
0, 0,...,0,1

Maemo u,, = a*u__, ToMy piBHSHHS (2.5) 3aMUIEThCS Y BULIIAI

[

u, (t,x)=Au(r,x)+ sz(z',x),
a

TOOTO XBWJIbOB1 PIBHSIHHS € T1IIEPOOJIIYHOTO THITY.

I3 HaBeneHWX MPUKIAIIB BUILIMBAE, 110 PIBHSHHS TiNEPOOIIYHOTO THITY
ONUCYIOTh XBWJIbOBI MPOIECH. AJie HE BCAKUI XBHJIBOBUHM IMPOLIEC OMHUCYETHCS
PIBHSIHHSAM TinepOOdiuHOTO THIy (MPHUKIAJIOM MOXKE CIYXHUTH IpoLec
MOTIEPEYHUX KOJIMBAHb CTEPIKHS).

B 3B’s3ky 3 TuMm, mo JPYIl maroth, B3araii Kaxydd, HECKIHUCHHY
KUTBKICTh PO3B’S3KiB, TO JI1 OJHO3HAYHOI XapaKTEPUCTHKH TOTO YM I1HIIOTO
XBUJIBOBOIO MPOLECY MOTPIOHO OO0 pIBHSAHHA NPUENHATH JESKI JOJATKOBI
YMOBH, SIKI HAKJIAJAIOThCsl HA HEBIIOMY (PYHKIIIIO Ta ii MOX1/HI, TOOTO CKJIACTH
MaTeMaTUYHy MOJ€eb, fKa O OJHO3HAYHO OMNUCYyBaja BIJANOBIJHE SBUIIE

IPUPOH.
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PO3ALI 111

XBUWJIBOBI ITPOLHECHU B HEOBMEXEHHUX OBJIACTAX

Hexaii po3mipu po3riisyBaHoi 00J1acTi 3HAYHO MEPEBUIIYIOTh MacIITaOu
JOCJIIDKYBAHOTO siBUIA. TOJl TOBOPATH, 110 BIATOBIHE SIBUILE BiI0YBAETHCS B
HeoOMexxeHit oOnacti. [lpukiamom Takoi cuTyarii Moxe OyTH MpoIiec
KOJIUBAHHS JIEIKOTO MPOMDKKY JOCHTh JOBIOi CTPYHH, SIKMM 3HAXOAUTHCS Ha
JOCTaTHBO BEJIMKIHN BiJICTaH1 BiJl ii KIHIIIB, 32 HEBEJIMKHM BIJIPI30K Yacy.

OdeBuaHO, MO TOJI YMOBH Ha KIHIIX CTPYHU HE BIUIMBATUMYTh Ha IEH
poriec.

B mpomy Bumanky Xiag XBWJIBOBOTO TMPOIECY 3ajeKaTHME Bia HOTO
MIOYaTKOBOTO CTaHY Ta IMOYATKOBUX MBUAKOCTEH. TakuM 4WHOM, IPUXOJAUMO JI0

MaTeMaTU4HOi 3ajayi: B objacti B = {(t,x)‘t >0,xek, } 3HAlTH PO3B’SA30K

PIBHSTHHS

w, (t,x) = a’Au(t,x)+ f(t,x), (0.1)
SIKUH 3aJI0BOJIbHSIE YMOBH

u(0,x)=¢(x), u, (0,x)=y(x), xekE,, (0.2)

e f(t,x), o(x), w(x) -3amaHi QyHKII.

YMmoBu (0.2) Ha3UBaOTHCA MOYATKOBUMH yMOBaMmHu, a 3anayva (0.1), (0.2) —
3anavero Komii.

[Tokaxxemo, mio 3amaya Komri (0.1), (0.2) € maTeMaTUYHOIO MOJACIUIIO
XBUJIBOBOT'O MPOLECY B HEOOMEXEH1H 00J1aCTl. 3 LI€0 METOIO I0BEIEMO:

1) icHyBaHHA Ta €AMHICTH pO3B’ 3Ky 3aaauy Ko,

2) oro HemepepBHyY 3aJCKHICTh Bl BUXIAHUX JaHUX (ITOYATKOBUX YMOB

o(x), w(x), ta mpaBoi uactuHa f(¢,x) piBasHAS (0.1)), TOOTO, AKIIO

u, (t,x), u,(¢,x) € po3B’A3KaMH B1JIIIOBIIHO 3a]a4

u, (%)= a’Au, (t,x)+ f,(t,x), (t,x)€B,

11(0,) = (x), u, (0,.x) =y (x), x€k,,

u, (t,x) = a’Au, (t,x)+ f,(t,x), (t,x)€B,

M2 (O,X) = ¢2 (X), uZ, (O,X) = l//2 (X), X EEn >

To Ve>01 ¢, >0,36 =0(¢,t) >0 1 1III0YUCIOBUH BEKTOp @ = (Q,Qy,...,,),
110 3 YMOB
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Dy, () -y, (0)| < 6x <,

Doy (1) - 0, (0)] <6,
k=(k, kyonk)), k. =0,a,, i=1n,
\fl t,x)— f, (t,x)‘<5, (t,x)€ B, ={(t,x)‘0£t£tl,ern},

BUIUIMBAE CIIPABEIIUBICTD B 001acTl B, HEPIBHOCTI

‘ uy (£,x) —u,(¢,x) ‘<6‘, (t,x)e B, .
Osnavenns. Sxuro 3amava Komri (0.1), (0.2) B obnacti B Mae enunHwuii
pPO3B’S30K, SIKHM HEMEPEpBHO 3aJICKUTHh BIJ] BHUXITHUX JaHWX, TO BOHA

HAa3MBA€THCA KOPCKTHO ITOCTABJICHOXO.

§1. BUIbHI KOJIMBAHHS HECKIHYEHHOI CTPYHHM.
Metoa xapakrepuctuk (MeToa mommMpeHHs: XBHJIb)

Posrnsanemo 3anady: B o0nacti B = {(t,x)‘t €(0,4+x), x e (—oo,+oo)}

3HAUTH PO3B’A30K AU(PEPEHIIATHHOTO PIBHSIHHS
2
u (t,x)y=au,(t,x),
13

(1.1)

SIKMH 32JI0BOJIbHSIE TIOYaTKOBI YMOBH
u(0,x) = @(x), u, (0,x) =y (x), x € (—00;+00), (1.2)
ne ¢(x) —3anana Gpyskuis knacy C(—wo,+0), ay (x) e C' (—o0;+00).
Hnst po3s’sizanHs 3amaui (1.1), (1.2) 3Bememo piBHanuHs (1.1) 1o
KaHOHIYHOTO BUTJISATY. Maemo
dx* —a*dt* =0 < (dx—adt)(dx + adt) =0,

TOOTO
dx—adt =0, dx + adt =0.

[HTerpyroun ocTaHHi piBHSIHHS, OJEPKYEMO
C, =x—at, C, =x+at.

BBoanMo HOBI He3ajIe)KH1 3M1HHI:
E=x+at,n=x—at,
(1.3)

u,=U,+U,,u,=U,+2U0, +U,,,
u, =al;—aU,, u, =azU§,7 —2612U§,7 +a2U,7,7.
[lincraBuBmM 3HaMAeH] MoxigHl B piBHsAHHS (1.1) 1 3BiBmIM TOAIOHI

YJIEHU, MAaTUMEMO
U, =0. (1.4)

SIKI10 MPUITYCTUTH, 10 IIYKaHUH pO3B’SI30K ICHYE, TO, MIJCTaBUBIIN HOTO

B piBHsHHA (1.1), ofep>KUMO TOTOXHICTh. Ale Toni 1 kKaHoHIYHA ¢dopma (1.4)

TakoXx Oyne TotoxHicTIo. [HTerpyroun (1.4) mo &, ogepKyemMo
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o (oU ou
5—5(0,,—77}—0 - é,—ﬂ—f(ﬂ),

ne f(n) — noBinbHa QyHKINA. [HTErpyrouM OCTAaHHIO TOTOXHICTh IO 77,
OJIEPKYyEMO

U&m =] fmdn+ f(E)=f, &)+ f, ().

[ToBepTatrouuce A0 cTapux HE3AIEKHUX 3MIHHUX, 3r1HO (1.3), MaTuMeEMO
U(t,x)=f, (x+at)+ f, (x—at), (1.5)

ne f, (&) 1 f, (n)—noBuibHI QPyHKIII.

TakuM 4MHOM, SKILO MPUITYCTUTH ICHYBaHHA PO3B’sI3Ky piBHSHHS (1.1),
TO BiH IMOBMHEH MaTu BUTIIsA (1.5).

3 1HwWoro 00Ky, AKWo QyHKUil f, (x +at), f, (x —at) € HeNepepBHUMHU
pa3oM 3 MOXIIHUMHU 0 2-TO MOPSAKY BKIIOYHO B PO3IJIsAyBaHid 00nacTi, TO
TOJ1 BOHU € po3B’si3kamu piBHSHHSA (1.1) a omxke, popmymna (1.5) nae 3aranpHUI
PO3B’SI30K I[LOTO PIBHSHHS.

3aranpHUM pO3B’A30K PIBHSHHS BUIBHMX KOJIMBaHb CTPYHHU BIEpILE
onepxkas JK.JI’ Anambep B 1747 p.

Busnauumo ¢yskuii  f, (x+at) 1 f,(x—at) TakuM YUHOM, ILI00

po3B’s30k (1.5) 3amoBonbHAB MoYaTKoBi ymMoBH (1.2). Maemo
{ u(0,x) = f (x)+ f, (x) = p(x),
u, 0.0 =alfy (- f @)=,

a00, MPOIHTErPYBABILHU JIPYTe PIBHSIHHS, OJEPKUMO

S )+ 1 (%) = (%),

fi = f0 = [pzC,

ne x, — (ikcoBaHa TOYKa, TOOTO

fiw = j p(2)dz 4 o)+ C.

0

fo ()= %(p(x) —i j v (2)dz -%c.

[TincTaBuBIIM 3HaiAeH1 PyHkuii B (1.5), npuxonumo a0 popmynu
I’ AnambGepa
x+at
u(t )= 2x=arolxtan 1 [v()e, (1.6)
2 2a

x—at
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aKy B 1748 p. onepxas JI.Eiinep.
TokaxeMo, 110 aKkmo @(x) e C?(—w;+w), (x) € C' (—o0;+00),

To popmyna [’ Anambepa (1.6) € po3s’sizkom 3amadi Komri (1.1), (2.2) 1 mum
caMHM JIOBEEMO HOT0 iICHYBaHHS.
Maemo

u, = %[(0‘f (x+at)- @, (x— at)]+ %[l//(x +at)+y(x— at)],
a’ a
u, = 7[(055@ +at) + Pun (x— at)]+ E[l//é(x +at) — g//ﬂ(x - at)],
u, = %[qo(x + at) + @, (x— at)]+ i[w(x +at)—-y(x— az‘)],

1 1
U, = E[wgg(x +at)+ @, (x - at)]+ Z[l//g(x +at)—y,(x— at)]
[TincTaBuBIIM 3HAMIEeH] MOX1AH1 B piBHAHHA (1.1), ogepxumo
2
utt =d uxx’

a migcraHoBka (yHkIii (1.6) B mouatkoBi ymoBu (1.2) nae

u(0.0) = o) + 9]+ [ ()i = )

0 0.:0= 20 -]+ Sl vy,

100TO (1.6) € po3B’sa3xkom 3anadi Komri (1.1), (1.2). I3 modymoBu po3B’s3ky (1.6)
BUIUTMBAE, 10 BiH €IMHHIA.

Teopema npo HenmepepBHY 3aJIeXKHICTH Po3B’°A3KY 3aaa4i Kouri Bix

MOYAaTKOBHUX JaHMX. Hexati u, (¢,x) 1 u,(t,x) € po3s’askom 3adau Kowi:

2 2
u,=au ,u, =au, ,t>0, —0<x<+o0,
XX 1t XX

uy (0,x) = @y (%), 1, (0,x) =@, (x), —00 <x <00,
u, (0,x) =y, (x), 1, (0,%) =y, (x),
a @, (x), @, (x) € C*(~o03+x), w, (x), ¥, (x) € C' (~0;400). Todi V& >0 i
t, >0,36>0,0=5(¢e,t, ), wo, ax minoku
2, ()=, ()| <5,

v, (x) -y, (x)‘ <O npu x € (—o0;+0), mo cnpasednusa
HepisHICMb ‘ul (t,x)—u, (t,x)‘ <& On1 —o<x<+0, t <t .

Il oBe e HH i1 BukopucroByroun dhopmyny [I’Amambepa (1.6) mis
po3’s13KiB u, (£,X) 1 u,(t,Xx), ONEPKYEMO
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0 (t.3)=10,0.0)= 3 [0 (x =)= 0, (= )+ (x-+ ar) = g + ar )]+

x+at

+i I[wl(z)—wz(z)]tlz

x—at

Tomi ‘
1
‘ul (t,x)—u, (t,x)‘ < 5‘(p1(x —at)—@,(x— at)‘ +

x+at

1 1
+ 5‘(/’1(35 +at)— @,(x+ at)‘ +Z _ﬂl/ll(z) - l//z(Z)‘dZ <

x—at

x+at

Lsilse L [odz<501+1).
27 2 24

x—at
ko B3saTH 0= ¢/(1+¢,), TO HEPIBHOCTH
‘ul(t,x) - uz(l,x)‘ <&
OyJie BUKOHYBaTUCh AJIS BCIX — 00 < X <400,  <¢,, 1 TEOpEMA JOBENICHA.

Ha mpakTtuiii modatkoBi 3HAYEHHS OJCPXKYIOTh 13 JOCHiAYy BHACIIIOK
BUMIPIB, 1, IPUPOJHO, 1110 BOHU HE € TOUYHUMU. JloBeeHa TeopemMa CTBEPIKYE,
0 HEBEJIMKI MOXMOKM B IMOYATKOBMX yMOBax 3ajaaul Kol mpuBoasTh 10
HE3HAYHUX 3MIH B 11 PO3B’s3KY.

JloBeneHa TeopemMa BKa3zye TaKOXX HA OJIUH 13 LIUISAX1B MOOY0BU pPO3B’SI3KY
3amaui Komri, komu modatkoBi GyHKIIT @(x) Ta w(Xx) HE 3aJJOBOJBHIIOTH YMOBHU
¢ € C* (=04m), y(x) € C' (=o03+00).

JificHo, Hexail moTpiOHO 3HaWTH po3B’ 30k 3amadi Komr (1.1), (1.2), ne
¢ynkuii @(x) 1 w(x) BIAMIHHI BiA HYJsS TIIbKM HA CKIHYEHUX BiJpI3Kax,
HEenepepBHi Npu x € (—oo;+00), a GyHKIiA @(x) Mae noxinHy 1-ro mopsaky. Lli
¢byHKII{ MOKHA PIBHOMIPHO ampOKCUMYBAaTH AUGPEPEHIIHOBHUMU (PYHKIISIMH

@, (x) 1y, (x) TaK, mo
0, (00, v, () ().
npusiomy @, (x) € C2(~o0340), ¥, (x) € C' (—o0;00).
Sxuio 3a noyaTkoBl ymMoBH B 3aja4l Ko B3ty ¢pynkuii ¢, (x) 1y, (x) ,

TO BOHM BHM3HAUalOTh €IUHUM pO3B’SI30K u,(f,X), AKUHA JaeTbcsi (HOpPMYJIOO
JI” AnamGepa.
OuiHuMO pi3HULIO PO3B’s3KIB U, (f,x)—u,(t,x). B cuiy piBHOMIpHO]

301>)KHOCTI TIOCIIITOBHOCTEM {gon (x)} 1 {y/n (x)}, Ve>01
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t, >0,3N, Vn> N 1 goAaTHUX kK BUKOHYIOTHCSI HEPIBHOCTI

& &
¢n (.X) - (0n+k ('x)‘ < ’ ‘l//n+k (’x) - l//n (X)‘ <
1+1¢ 1+1¢
UIg BCIX —o0<Xx<400. 3riAHO 3 JIOBEICHOIO TEOPEMOIO Ui BCIX f<f 1

X € (—0;+00) OyIyTh TaKOX BUKOHYBATHUCh HEPIBHOCTI

un+k(tax) _un(t’x)‘ <&

JUIA JOBINBHMX 7> N 1 IIJIMX JOJATHUX k . Ale 1ie o3Hayae, 1o IOCiI0BHICTb
PO3B’s3KiB {un (t,x)} pPIBHOMIpHO 30ira€eThcsi 10 nmeskoi GyHKMil u(Z,x)
npu t, =t 1 xe(—oo;+0). Lla QyHKUIA HA3UBAETBCA y3a2albHEHUM

pose’szxom 3amadi Komi (1.1), (1.2).
[Ipu upomy

u(t,x) = limu, (¢,x) = % lim|p, (x —at) + @, (x +ar)|+
x+at 1 x+at

+ 2i lim | ,(2)dz =—[p(x - at) + p(x + at)]+ i [w(z)dz.

anoe 2 x—at

OueBuano, B upomy Bunaaky u(0,x)=@(x)u, (0,x)=w(x), a, oTxe, 1
y3arajJbHEeHHH po3B’s130K 3aaa4i Ko maersest hopmynoro JI’ Amambepa.

3ayBaXMMO, IO PO3MVIIHYTY 3aJady MOXHa O pO3B’si3aTH 1 IHIIAM
IUISXOM, SIKIIIO CKOPUCTATHUCS y3aralbHEHUMH (PYHKIIISIMH 1 1X 3ropTKamu (JIuB.,
Hanpukian, [3], c. 315-334).

Ane My Ha IbOMY 3ynuHATUCH HEe Oyaemo. Hanani ayg Hac BaxiuBo Oyje
HE Te, AKUM 13 po3B’sA3KIB AaeTbes Gopmynowo [I’Anambepa. Baxxnusum € Toii
dakT, MmO Majal BIAXWUJEHHS B TIOYaTKOBUX YyMOBax BUKJIMKAIOTH Mall
BIJIXWUJICHHS OJIEPKaHOTO PO3B’SI3KY BiJ ICTUHHOTIO.

®izuyHa iHTepnperania po3B’sa3ky 3amadi Komi. /[amo cnouarky
Gb13uYHy 1HTEpIIpEeTallil0 3arajlbHOTO PO3B’SI3Ky PIBHSHHS BIIBHUX KOJIMBAHb
ctpynu (puc.4). Jlnsg uporo po3risiHEMO po3B’si30K piBHSHHS (1.1) BUTIsAmy
u=f,(x—at). Hexail x, — neska Touka. IIpumyctumo, mo 3 1€l TOYKU B

JOJIaTHOMY HampsAMKy oci Ox B MOMEHT vacy (=0 IO4YMHae pyxaTUCh
criocTepirad 31 MIBUAKICTIO a. B ““4
MOMEHT 4Yacy t=¢ BIH Oyze

3HaXOJIUTUCh B TOYLl X, =X, + af,.

Benmnuuna BiIXWJICHHS, AKY
crioctepirau Oyae OauyuTh B TOYIN ——— - __;}(

X, B MOMEHT duacy f=¢t,, Oyne

piBHa u = f,(x; —aty) = f5(x,).
Takum ynMHOM, crocTepirad B

\
L]

JTOBUIBHUM  MOMEHT dYacy Oyne 0 j. X, X
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0auuTH B TOYII, 7€ BiH 3HAXOAUTUMETHCS, OJHY 1 Ty K BEJIMYUHY BIIXHUIICHHS,
piBHY f;(%,)-

Orxe, modaTkoBuii mpodins u(x,0)= f,(x), 6yme pyxatuch 3i WBHAKICTIO @ B
JI0JaTHOMY HampsIMKY oci Ox SIK )KOPCTKa CUCTEMa, HE 3MIHIOI0YH (DOPMH.
BHacnigok 1mporo po3B’si30k u = f,(x—af) Ha3UBAaIOTh HPSIMOI OIKY4OrO

XBHJIEIO.
AHaNOriYHO MOXKHA IHTEpHpEeTyBaTH pO3B’A30K u = f,(x+at). Bin

HA3MBAETHCS 3BOPOTHOIO OiKywyoro xBujero. [Ipu mpoMy mnpodinb CTpyHH
PYXa€EThCS SIK J)KOPCTKA CUCTEMA Y B1I’€MHOMY HaIpsiMKy oci Ox 13 HIBUAKICTIO
a.

Takum  umHOM, 3arajnbHuUi  po3B’si3ok  (1.5) piBHsHHS  (1.1)
NPEICTABIAETbCS y BUIISAAI Cynepno3uuii (HakjaagaHHs) NpsSMOi Ta 3BOPOTHOI
OKy4HMX XBWJIb, & TOMY METOJ HOTO 3HAaXOMKCHHS 1HO/1 Ha3UBaIOTh METOJOM
HOLUMPEHHS XBUIIb.

[Tpu BuBo1 piBHsHHS (1.1) Mu noknanu a =+/T/p . Ane a € WBUIKICTIO

NOIIMPEHHSI XBWIb MO CTPYyHi. B CHIy 1bOro MOXEMO 3pOOWTH BHCHOBOK:
MIBUAKICTh TMOIIMPEHHS XBWJIb MO CTPyHI OOEpPHEHO MPONOpLIOHATbHA
KBaJIpaTHOMY KOPEHIO BIJ T'YCTHMHHM 1 MPsIMO MPOIMOPI[IOHATIbHA KBaJApPAaTHOMY
KOPEHIO BiJl HATATY CTPYHH.

[Tepetinemo o ¢i3uynoi iHTepnpeTamii Gopmynu JI’Anambepa (1.6) 1
pPO3IJITHEMO OKpPEeMO BHMAJKHU, KOJIM IOYATKOBI BIJIXWUJIEHHS PIBHI HYIIIO
(p(x)=0) 1 Koau MOYATKOBI MIBUAKOCTI piBHI HymO (w(x)=0). 3aranbHuit
BUIIAJIOK OyJle Cynepro3uiliero 000X BUMA/KIB.

1.1.. Ilommpenns XBWJIb BigxuiaenHsi. Hexali mo4yaTKoBi IIBHAKOCTI
piBHi Hymt0. Toai 13 (1.6) onepxxumo
o(x —at) + o(x + at)

5 . (1.7)

u(t,x)=

udt )

Puc. 5
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-l - 7
45 rA g ) %r. X
huct,x)
t=£
.Zf_;,
2r -1 0 T 2 x
u(t, x)
t:}
_/\ éi}/\
20 -1 o 3 2t X
Puc. 6

OyHKIIA @(X) BiOMa, a OTXE, MOXEMO OOYHMCIUTHA MOJOKEHHS CTPYHU B
JOBLJILHUM MOMEHT 4acy ¢ .

3rilHO 3 CKa3aHWM BUIIE, KOMWBaHHA u(f,X) CKIANAIOTHhCS 13 MPAMOI
1 : L1 : : :
Ego(x—at) 1 3BOPOTHOI 5g0(x+at) XBWUJIb, SIKI TIONIUPIOIOTHCA BIMOBIIHO

BIIPABO 1 BJIIBO 31 MIBUIKICTIO @, a B TOYaTKOBHM MOMEHT 4dacy ¢ =0 mpodimi
000X XBUJIb 301TaI0THCH.

[IpurycTMo, M0 MOYaTKOBI BIAXWJICHHS TOYOK CTPYHH BIAMIHHI Bif
HYJsl TUIbKM Ha mpomikky (—/,/), a mo3a mOpoMiKKOM piBHI Hymro. s
r€OMETPUYHOI UTIOCTpallli HACTYMHUX HAIIMX MIPKyBaHb BBOKATHMEMO, IO B
MOYAaTKOBU MOMEHT 4Yacy CTpyHA MaJia BUTJIS

0 npux < —/,

h(l+;j npu—[ < x <0,
w0, =p(x)={ o

h(l—Tj npu0 < x </,

0 npux > /.
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306pa3zumo rpadiuHo mpodiIi CTPYHH B pi3HI MOMEHTH 4acy (puc.S, 6).
baunmo, 1m0 SKIIO TOYKAa CTPYHM X 3HAXOAMTHCS MpaBIlIEe MPOMIKKY
x—1

(—1,0) (x>1), To mpu < BOHA € B cTaHi crokorw (u(z,x)=0), Todto 10

. X
TOYKM X XBWIA L€ HE NIMNUIA. 3 MOMEHTY 4acy t = TOYKa CTPYHU X

MOYHE KOJMBATUCS (MOMEHT MPOXOKEHHS IEPETHBOTO (PPOHTY MPSIMOI XBHIIL).
S TINBKKM XBWISA TPOWJE uepe3 pO3risAyBaHy TOUYKY, TO, MOYMHAIOYU 3

x+1 :
MOMEHTY f, =——, II1 TOUKa 3HOBY OyJie¢ 3HaXOJIUTHUCS B CTaHl CIOKOW (f, —
a

MOMEHT IPOXOJKEHHS 3aJHHOTO0 (PPOHTY HPsIMOi XBHII). TakKUM YMHOM, TOUKA

: x—1 x+1
x Oepe y4acTh y XBUJILOBOMY MPOLIEC] PU <t< = —Il<x-at<l.
a

a
AHaNoOriyHi MIpKyBaHHS NPHUBOASATH HAC JO BUCHOBKY: SIKIIO TOYKa
3HAXOAUTHCS JiBime TpoMikKy (—I,/) (x<-[), TO BOHa KOJWBAETHCS TIPHU

—l<x+at<l.

Hexaii 0<x</. Toal 4yepe3 TOUKYy MPOXOAWUTH YK€ SIK MpsiMa, Tak 1
3BopoTHa XxBujs. [lepenHiit ppoHT 000X XBHUIIb PO3MIIICHHUN TEpe]] TOUKOIO.
- . : . [—x
3aHiil GpOHT 3BOPOTHOI XBWJI IpOiine 4depe3 TOUKy B MOMEHT f, =——, a

a

o . ) [+ x
3amHid QpOHT mpsAMOi XBWIII — B MOMEHT ¢, =——. [lpu ¢>¢, Touka CTpyHHU
a

OyJle 3HaXOAWTHCS B CTaH1 CIOKOIO, TOOTO yexkatume Ha oci Ox . AHAJIOTIYHO,

. X
sakmo 0> x>—/, ToO KOJUBaHHS 3aKiHYAThCS MPU ¢ =——, TOOTO KOJH 4epe3
a

TOYKY MpOiijie 3aH1I PPOHT 3BOPOTHOI XBHUJII.

TakuM yuHOM, B KOKHIN TOYLI CTPYHHM MICIS MPOXOMKEHHS 000X XBUJIb
HACTa€ CIOKIN.

Xopolie Hao4yHe 300pa)K€HHS OMMCAHOIO IMPOLECY MOXHa OJEP)KATH,
ko BBecTH (pazoBy® mionuny xOt (puc.7). Koxxna touka M (x,t) (hazoBoi

iomuHy (mpu ¢ > 0) BIAMOBITAE TOUIl CTPYHU 3 aOCIIUCOI0O X B MOMEHT 4acy
t. B yactuHHOMY BUMNaAKy TOUYKHM oci adciuc (¢ =0)BiANOBIIAIOTh TOYKAM
CTPyHM B IIOYaTKOBMH MOMEHT 4acy. ToukaMm Ha NOpsAMIA ¢ ={, BIANOBIIAE
MOJIOKEHHA TOYOK CTPYHHM Yy (PIKCOBAHMN MOMEHT 4Yacy f={,, a TOYKaM Ha
OpsMIi X = X, —IOJIOKEHHS (PIKCOBAHOI TOUKHU X, B p13HI MOMEHTH Yacy.

[Tobyayemo Ha dazoBiii TUIOIIMHI XapaKTePUCTUKHU
x—at==xIl, x+at==xl npu t>0. [Ipu upbomy miBruionmHa ¢ >0 po30UBAETHCS
Ha 1I1icTh yacThH. KonMBaHHS MPOXOAATh TUIBKH B THMX TOYKaX 1 B TI MOMEHTH
yacy, ski BignmosimaroTe 30HaM I, II, III. B 30ni II gie Tiibku mpsima XBuWIIS, B
30H1 [II — Timbku 3BOpOTHA, a B 30H1 | — 1 mpsma 1 3BopoTHa XBwii. B Toukax, siki
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BIANOB11at0Th 30HaM [V 1 V, KonnBaHHA 111e HE BiI0YBaIOTHCS, TOMY IO 0 HUX
e He MIANUIM mepeaHi pOoHTH BiAMOBIAHO MPSMOI Ta 3BOPOTHOI XBWIb, a B
TOYKaX, SIK1 BIMOBIAAIOTH 30H1 VI, KOTMBaHHS y)Xe HEMAe, TOMY IO Yepe3 HUX
y>Ke MPOMILIN 33 1H1 GPOHTH NPAMOI T4 3BOPOTHOI XBUJIb.

* da3a (BLA Ipell. QOIS -105Ba)- BEIMUYHMHA, 1110 XapaKTepU3y€e CTaH KOJIMBAJILHOTO MIPOLIECY

B IKUMCHh MOMEHT.

3aikcyBaBUIM JOBUIbHY TOYKY X, CTPYHM 1 MiJHIMAlO4MCh Bropy IO
OpsMId X =X,, JIETKO 3alucaTh BUpa3u Uil QyHKuii u(x,,f) B AOBLIBHHUU

MOMCHT 4acCy t.
.X'O -

Hexain x,>[. Tom mpu 0<¢< To4yka (Ha30BOI TUIOLIMHU

a
3HaxXoAMUThCsA B 30H1 IV 1 u(x,,t)=0.

x,—!/

x+/
<t<
a a

u(xy,t) = %(p(xo —at).

SIk1o , TO TOYKa Tomanaae B 30Hy Il (30Hy mii mpsmoi xBuii) i

y 1 L
Hpyruii  noaaHok §¢(x0+at) pPIBHUI HYJII0, TOMY IO apryMEHT

X, +1

X, +at>1, a o(x)=0 npu x>/. Hapewri, npu ¢ > TOYKA HAJICKUTh 30HI

a
VI1i3HoBYy u(x,,t)=0.
Jlerko nepeBipuTH, 110 KO Touka X, € (0,/), TO

@(x, —at) + @(x, + at)

] —
HpI/IO<l‘<—xl,

2 a
1 [—x I
u(x,,t)= Ego(xl —at) npu » L<rs< —;xl,
0 mnpm t>l+x1.
a
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Puc.7 Puc.8

3po3yMijio, M0 TIPU MEPEXO i B OJHOTO MPOMIDKKY Yacy ¢ 10 1HIIOTO,
byHKIisA u(x,t) 3aIUIIAETHCS HEMEPEPBHOIO.
AHaNorivHO MOXKHA oOJepkaTu Bupasu ani  ¢yskuii  u(x,?) mpu

¢ikcoBanux 3HaueHHsX ¢ . [Ipu ¢ <//a Touka pa3oBOi MIOLUIMHY MPHU PyCi 37T1Ba
HampaBo neperunae nocaigosHo 30au V, 11, I, 11 IV, anpu ¢ >1/a 3amicts I-i
30HU BOHA nepetHe VlI-y.

B nepmwomy Bunanxy (¢, <//a) onepxxumo

0 npu —o<x<-at, -1,

%(o(x+at0) npu —at, —[<x<at, -1,
| )
u(x,ty) = E(p(x+al0)+(p(x—alo) npu at, —l<x<l-at,,

%(o(x—ato) npu [—at, <x<l[l+at,,

0 npu x=[/+at,.

AHaloriyHo MOXHa 3anucatu Bupas u(x,t, ) npu t, >1/a.

Kopucryrounch Bullle NMPUBEIECHUMU MIPKYyBaHHSMHU, 3aMUIIEMO BUpa3u
JUTSL BIIXUJIEHHS u(X,?), KOJU MOYaTKOBI BIAXWICHHS ¢(Xx) 3a/aHi puc.5.

VY 3B’s3Ky 3 TUM, IO MPU MEPEXOJi apryMeHTIB X+ at 1 x—at uepes
HyJb (QYHKIII 3MIHIOIOTH CBOi BHUpa3H, MpoBeaeMo Ha (a3oBik IUIOMIKHI
J0JaTKOBO Tipsimi x £ at = 0.

[3 puc.8 BHIHO, [0 TOYKH CTPYHHU, SKi JIeKaTh B MPOMDKKAx

(O,%IJ, (%l,lj, (l,+oo), MO-PI13HOMY MEPEXOJATH 13 30HU B 30HY ((PYyHKIIIST @(X)

napHa 1 TOMy MM PO3TJISAA€MO TUIBKH TOIaTHI 3HAYSHHS X ).
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Maemo: a) x e (O,%Z)

h(l—z) pu 0£t<£,
[ a
h(l—aTt) pu £<t<l_x,
u(x,t)= ¢ .
h( x—at) — [+ x
—|1 u <t< ,
2 / a a
[+ x
0 npu <t <+w
a

u(x,t)=-+ a4 a
h( x—atj [+ x
—| 1 npu —<t< ,
2 / a a
0 mnpu t>l+x;
L a

B) x>/
0 npmu O£t<x_l,
a

h( x—atj x—1 X
—|1- npu <t<—,
2 / a a

u(x,t)=
h[ x—atj X [+ x
—| 1+ mpu  —<t< ,
2 / a a
0 mnpm t>l+x.

a
Axo My xo4emMo oTpuMatv GopMy XBHIII Yy (PIKCOBAaHMI MOMEHT Hacy,
TO TIOBMHHI BUMHCATH 3HAYeHHS (QYHKIIT u(f,X) IS TPHOX MPOMDKKIB Hacy:

[ [ [
(O,Zj, (Z,;), (;,'FOO\) (X > 0)

a) t€(0,//2a)
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h(l—aTt) mpu 0<x<at,

h(l—?) npu at<x<lI—at,

ﬁ (1_x—at
2 /

0 npu x>[+at,

u(t,x)=

] npul —at < x <[+ at,

2a a
h(l—ath npu 0<x</-—at,

h x—at
—| 1+ npu [ —at<x<at,
u(t,x)= 2( [ )

h x—at
—(1— ; )npn at < x <[+ at,

0 mpu x>I[+at;

B)t>l/a
0 mpu O0<x<at—I,
h x—at
5(1+ ; )npn at —l<x<at,
u(t,x)=

h x—at
—(1— ; )npn at<x <l +at,

0 mpu x>/[+at.

V Bcix Bumnaakax GyHKIis u(f,x) HemnepepBHa.

Bigznauumo, mo dopmu npodiuiro cTpyHH, moOya0BaHI TpadidHO 1y
BUTJISIII OCTAHHIX aHAJIITHYHUX BHPa3iB, 301ratoThCs.

1.2. Ilommpenus XBWJib iMnyabcy. Hexail modaTtkoBi 3MIIIEHHS! TOYOK
CTPYHHU PiBHI HYJIIO 1 CTPYHA KOJIMBAETHCS 32 PAXYHOK IMOYATKOBOI IIBUIKOCTI.
B npoMy Bumaaky roBOpsTh, IIO MO CTPYHI MOIIUPIOIOTHCS XBWIIL IMITYJIBCY.
[Toxmanarouu B (1.6) ¢(x) =0, ogepxumMo

1 x+at
u(t,x) = [w(z)dz = D(x + at) - D(x - ar), (1.8)

x—at

ne D(x) = i [w(z)dz.
0
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Sk 6aunMo, 1 B IIbOMY BHUIAJKY PO3B 30K u(f,X) CKIATAETHCS 13 TPSIMO1
— ®(x —at) 13BopotHOT D(x + at) XBUIb. B moyaTkoBHiII MOMEHT Yacy MaeMO
u(0,x)=d®(x+a-0)-d(x—a-0)=0.
Jlnia rpadiuHoro 300paskeHHsI XBHIILOBOTO MPOIIECY MOKIAIEMO
0 mpm —oo<x<-—,
w(x)=4qv, mpu —I<x<l,
0 mpu x>1.
Oynkuist O(x) npuiiMaTuMe HACTYITHI 3HAUCHHS:

x
c1>(x)_—jv0dx—2 —l<x<l,

a
CI)(x)——_[v dx—ll x>1
0 2a’ ’

vl
D(x)=— |vodx=—2, x<—I.
) 2az[ 0 2a

vl
[Toznauumo uepes s = 1 300pazumo rpadigHo nMpodiias CTPyHHU B Pi3HI
a

MOMEHTH 4acy (puc.9).

Hexaii ngesika Touka X CTPYHHU 3HAXOJUTHCS Mpasilie MpoMiKKYy (—/,7),
T00TO X >/. B mnouatkoBuii MOMEHT yacy ¢=0 NpPOMIKOK IHTETpyBaHHS
(x—at, x+at) BUPOIKYETbCI B TOUKY X, a TOTIM, Mpu 30UIBIIEHHI, BIH

. . X . .
PO3MIUPIOETHCA 31 IIBUAKICTIO A. HpI/I t< B1H HC MaTHMC CIIUVIBHUX TOYOK 3

a
(— [l ), dbyHkia w(x) B HbOMY piBHa HyJO 1 popmyna (1.8) macte u(x,t)=0,
TOOTO TOYKA X 3HAXOIUTHCS B CTaHI CIOKOIO0. [lounHaroum 3 MOMEHTY Yacy
x—1 :
t= , IPOMIXKOK (x—at, x+at) HaJIAraTuMe
a

Ha (—/,/), B skoMy /(x) BiAMIHHA B HYJs (Y =V, ), 1 TOUKa X IIOYHE
x+!/ . .
KonuBatuck. [lpu ¢ > —— mpomixkok (x —at, x + at) Oyne NOBHICTIO
a

noKpuBaTH iHTepBan (—/,/) 1iHTerpyBanus no (x — at, x + at) O0yqe 3BOAUTUCH
1o iHTerpyBaHHs no (—/,/), Tomy 110 330BH1 Horo y(x) =0.
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Puc. 9

!
Toni mpu ¢ > x_—l—l, u(x,t)= ZL Jy/(x)dx = lv_o AHaJOT19HI MIpKyBaHHS MOXHA
a a’, a

HABECTH 1 JUIsl TOYOK, SIKI 3HAXOASAThCA 31iBa Bij mpomikky (—/,/), konu

xe(-1L1).
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